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r MATHÉMATIQUE I. 

Court élémentaire et contplet de Ma thématique t-puret , rédigé 
par la Caille, augmenté par Maxis , et éclairci par Tnf- 
Yiheao. Pièa de ao» note» ajoutées A la fin de cet onrrage la 
mettent A la portée de tous les Aiudians. 6 ’ 

Cette nouvelle et aiconde édition a été revue a*ec le plus granf 

t >in par le cit. Thevetteau ; elle est imprimée en caractères Didot, 
eau papier, et enrichie de douze planches. Un gros vol. i n -8«t. dé 
556 pages. Prix, broché, 8 fr. franc de port par la poste. 

On n'apprendra pas avec moins de Satisfaction la réimpression 
du Cou ht de Br.zour, A Posage de la marine ; mais ce qui doit 
ajouter un nouveau prix A cette édition , c’est que le citoyen 
Gaumier, examinateur des aspirons à l 'école polytechnique , et 
aujourd'hui professeur de celte école, a bien voulu se charger dé 
la correction des épreuves, et ajouter des notes, qui sont des théo- 
ries complettes et des développement , tels que les titres l’indiquent. 
t La premiers psrtie, contenant l’Arithmérjque , renferme aussi 
l'application des premières réglés de l’arithmétique aux nouveaux 

f icuds et aux nouvelles mesures, leurs nomenclatures et leurs ♦** 
surs; I vol. 8'. Prix 3 fr. 5 o cent, frsnc de port. 

La seconde contient les Elément de géométrie rectiligne et la tri. 
gonométrie sphéiique; i vo'. 8 . Prix 5 fr. franc de port. 

La troisième confient l’Algebre, I vol. 8". Prix 6 fr. 5 o c. 

de port — - Ces volumes Se Vendent séparément. 

La Méchanique est enrichie de notes très - étendues Sur lé 
eileul différentiel et sur le Calral intégral, formant 3 volumes 
qui se vendent ensemble. Le piix est de 8 fr. Franc dè port. 

La Navigation , augmenlée de deux Tables des logarithmes des 
•nombres, et ceux des sinus, cosinus, tangente* et rotangente* 
beaucoup pins exactes et plus étendues que les anciennes , est dé 
C fr. franc de port. 

Les trois premiers vr 1 . , qui sont l’Arithmétique , la Cèomptrie 
et l’Algèbre , viennent d’être réimprimés avec de fortes additions , 
et un quatrième vol. qui contient le Cours d analyse du calcul 
différentiel et intégral , suivi A l'Ecole polytechnique ; il se vend 
séparément 6 fr. pour Puis, et franc de port, 7 fr. 5 o c. Les 
4 vol. , frsnc de port , xa francs. 

Cours de Mathématiques A l'usage des éle'es du génie ; par l« 
citoyen Kossut, 1 vol. in < .contenant l Aiithniéiique'et l'Algebra, 
tranc de port , 6 fr. 5 o c. ■ • - - - - 

Idem , Géométiie, T vol. in-8 , franc de port, 6 fr. 5 o e. 
Récréations de mathématiques de Guyot, nouvelle édition , 3 r. 
in-P. avec 1O0 figures , franc de port , ao fr. 

Tables portatives de logarithmes, contenant les logarithmes des 
nombres depuis 1 jusqu'à 108CC0 , par Callet , 1 ». in-8. 16 fr 
Ecoles 1101 males , 9 vol. in-8. , et un cahier da a8 plancbea ; 
prix pour Paris , 45 fr. 

Delà résolution de» Equations numériques de tous les degrés, 
psr Lagrange , in-4 , 9 fr. 

Elèmens d'Algèbre , par Léonard Euler , traduit de l’allemand , 
•tee des notas et des additions par Lagrange ; nouvelle Edition, 
revue et corrigée ; X vol. in-8 , 1 1 fr. franc de port. 

Géométrie-pratique , par Dupny , profèsrtir de l'école d'artil- 
lerie , A Valence , a vol. in-8 , U fr. franc de port. 

Traité du Caltul différentiel et du Calcul intégral, par Lacroix, 

B vol. in-4 . P'>* t pour Paris, 48 Fr. 

Sys'éme du Monde , par P i>. Laplace, membre de l’Institut, 
a vol. in-8 , 10 fr, franc de poil. 

Lesdits ruvrages se trouvent, A Paris , chez Coüxciex , impri- 
mcur-libraiie , me Poupée , n”. 5 , qui se charge de tous les 
savois de livtes , principalement de Mathématiques. 
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se réduire à celles qui n’en ont que deux, par la méthode dès 
du deuxième degré, avec différentes opérations relatives aux équations * 
comme l'elcvation des puissances, l’extraction des racines, la réduction des 
quantités ta ’icales , etc. » 

I. Des équations du troisième de g: é d deux termes, ' jj, j 

Otntm ufi~o~Sur-tr cimaise yj pour exprimer la racine cube , 
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Exemples , 
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sans , U J.tut trs rudiurr au même exposant , 

Méthode pour entre réduction , 
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Ce que c'est qu’une puissance négative , 
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XXII I. Troisième exemple * 
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XX E. Méthode pour 


ibid. 


les racines quarrées des quantités en partie~crm 


hi.L 


mens arable s , et en partis rud’cales , 
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XXX. Troisième exempt, -. , 
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X XXII. Application d e l a méthode précédente à un exemple , ; 
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Moyens de s’en garantir , ibid. 
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Exemple, ibid, 

Ce qu< c’ st qu'une série ou suite infinie , ibid, 
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mule précédente , 164 

Cinquième Partie. Résolution des cc,uatiuns du troisième et du quatrième 
degré, 166 
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équation . 1 67 
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IV, Evanouissement du s. cond terme dans une .quaiondu cinquième degré , 170 
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VI- Résolution cL l équation générale x' + px + qso, ibid, 

VI l La. formule préedent; ni donne qu’une des trois racines, 172 

Manière d’avoir les deux autres , 1 75 
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imaginaires quelle renferme . 174 

JX- On démontre cepend ty que dans ce cas x est réel, 17» 

Pur la meme méthode on trouvera une valeur approchée de x , 176 
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XV. Quelles sow les ratines, lorsque p 3 est négatif et — i qq , 180 
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DISCOURS PRÉLIMINAIRE. 

E n écrivant ccs Notes , j’ai eu particulièrement en vue 
l’instruction des Aspirans à l’Ecole Polytechnique : or 
pour- qu’un candidat soit suffisamment préparé, je pense 
qu’il faut non-seulcmcnt qu’il possède toutes les connois- 
sances énumérées dans le programme d'admission , mais 
encore qu’il ne soit pas étranger à l’analyse algébrique qui 
fait partie de l’enseignement mathématique de la première 
division de l’Ecole : car pour dire de tel Elève qu’il con- 
vient à l’Ecole , il iaut avoir reconnu que l’Ecole lui con- 
vient, et on ne peut obtenir cette donqée, qu’en l’essayant 
sur l’instruction intérieure : c'est ce qu’on s’est proposé en 
exigeant de l’analyse géométrique et la statique qu’on pro- 
fesse à l’Ecole. Qui ne sait d’ailleurs que tel Elève a bien 
entendu les élémcns,et a complètement satisfait aux examens, 
qui, admis à l’Ecole , n’a pu suivre l’instruction sans une con- 
tinuité d’efforts presque surnaturels , ou qui même a échoué j 
et il est encore arrivé que tel autre dont le début à l’Ecole a 
été médiocre , a gagné de vitesse ceux qui l’avoiçnt devancé 
dans les élcmens,et a jeté le plus grand éclat par la suite. Com- 
ment un Instituteur pourra-t-il prévoir ces phénomènes , si ce 
n’est en conduisant son Elève au de-là du terme commun , et 
l’associant en quelque sorte aux travaux intérieurs. D’ailleurs, 
en mathématiques , aller au-delà , c’est pénétrer plus 
avant, ce n’est pas s’étendre dans deux dimensions seulement, 
mais dans trois. Si ce que je viené d’énoncer avoit besoin 
de preuves , je dirois qu’il arrive fréquemment que telle 
difficulté est levée , non parce qu’on a lutté contre, mais 
seulement parce qu’on a été plus loin , et en cela , j’en 
appelle à l’expérience de tous ceux qui ont étudié avec 
art : plus d’une fois sans insister d’avantage sur ce qu’ils 
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l’Auteur que je commente , et dès-lors on .peut Se demander 
à quoi bon multiplier ces productions ? Ma réponse se trouve 
en partie dans ce qui précède , et j’ajouterai que puisque 
ces ouvrages existent, ce n’est plus un mérite de faire 
mieux et d’aller plus loin , et qu’il en résulte pour l’Elève 
du travail de moins , et des connoissances de plus. D’une 
autre part , l’expérience tle l’enseignement m’a convaincu 
que, dans un système de propositions bien liées entr’clles, et 
dépendantes les unes des autres d’une manière nécessaire, la 
difficulté venoit plus souvent de la contexture de la démons- 
tration , que du fonds de la chose, c’est-à-dire , qu'un mot de 
plus, une phrase au lieu d’une autre, mcltoient la vérité 
en évidence. On sait encore de combien les hpmmes qui 
ont long-temps professé , sont redevables à leurs Elè- 
ves, et particulièrement à ceux dont la marche est lente, 
mais sûre; et certes les dociimëns qu’ils ont ainsi recueillis, 
les recherches dans lesquelles ils ont été engagés , doivent 
singulièrement améliorer un traité. (Jes notes sqnt , aux 
élémens près, l’ouvrage d’algèbre qu'étudietit mes Elèves, et 
j’ai la certitude qu’admis à TEcole Polytechnique , ils suivent 
avec facilité les cours d’analyse algébrique, différentielle 
et intégrale : ils trouvent dansd’autees ou vrages assez connus, 
pour qu’il ne soit pas nécessaire d’en citer les auteurs , le 
complément de l’instruction exigée , et de l’introduction à 
tous les autres cours de mathématiques, professés dans cet 
établissement. 

J'espère pouvoir publier dans le cours de l’an X, le 
traité complet d’analyse algébrique , dont j’ai extrait ce» 
notes , ou plutôt ces additions à l’Algèbre de Clairaut. 

J. G. GARNIER. 
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É L É M E N S 

D’ALGEBRE. 


DEUXIEME PARTIE. 

De la résolution fies équations du second 

degré. 


Nous avons présentement assez traité des 
problèmes du premier degré pour passer à 
ceux des autres degrés, et particulièrement 
aux problèmes du second degré , que nous 
allons examiner dans cette seconde Partie. 
Quant à la maniéré d’exprimer analytique- 
ment leurs conditions, elle est la môme que 
dans les problèmes du premier degré : ce n’est 
que pour résoudre les équations auxquelles 
on arrive en exprimant les problèmes , qu’il 
faut employer des méthodes différentes , sui- 
vant les degrés de ces équations. On en peut 
voir un exemple dans le problème suivant , 
qui dans sa généralité renferme des problèmes 
de tous les degrés, et n’est pas plus difficile à 
exprimer analytiquement pour le degré le plus 
composé , que pour le plus simple. 

Tome IL • . A 
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I. 

Problème , 

qui contient Un homme ayant placé Une somme a <7<7?z,? 
raiwVdefpro- «w commerce où il perd , veut se retirer dès 
ï«de”rds. toUi l a première année ■ mais ayant manqué V oc- 
casion , et ne V ayant pu retrouver qu’à la 
deuxieme ou à la troisième , ou, en général , 
à la Ti Ume . année , il trouve que la somme 
est diminuée de la quantité b de ce qu’elle 
étoit après la première a/^ée. On demande à 
combien pour cent montait sa perte par an. 

Soit x le nombre cherché , c’est-à-dire, ce 
que chaque cent livres perd après la première 
année. En faisant cette proportion ioo : ioo 

— - , le quatrième terme 


X — a : a X 


a X 


100 — X 


ou a X i — 


exprimera ce 


que devient la somme a après la première 
année. 

Si on continue ensuite celte proportion en 
disant 


ioo : ioo — x — 


a X 100 — * . a X loo — * 


le quatrième terme • 


100 


IOOOO 


a x ioo — >x x 

-,oua. X i— - 


IOOOO 


sera ce que devient la même somme a après 
la seconde année. 

On exprimera de même ce que cette somme 
devient après la troisième année par 

a X i — ^ , et, en général, ce qu’elle de- 


Digitized by Google 



d’Algebre. 


X 

100 * 


vient d^rès la n ieme . année sera a X i — - 
c’est-à-dire a multiplié par la quantité 

i — — élevée à la puissance n. 

I I. 

Présentement si on veut savoir quelle sera 
l’équation à résoudre , en supposant que le 
négociant se soit retiré à la seconde année, il Équation 

faudra égaler la quantité a X i — 


quantité a X i ~ f diminuée de la quan- 
tité b , ce qui donnera. 

= a X i — ~ — b , 

* par lui-même , ainsi 


x du prublêm» 

— à la pïécfdent 

pour le cas du 
second degré. 


* 

foo 


a X i 

ou en multipliant i 
que Pindicpie l’exposant 2 , 

a X i — -H r— = a X 


1 001)0 


r— — b 

loo 


qui se réduit à — ioo x *= — ioooo -j , 

équation du sefcond degré à laquelle les mé-* 
thodes précédentes ne sauroient atteindre. 

Ili. 

Si on suppose que ce ne soit qu’à la troi- 
sième année , l’équation à résoudre sera 

a X i — “ - « * 1 — ïk — ' b > q ui en mul- 
tipliant i — deux fois par lui-même , ainsi* 
que l’indique l’exposant 3 , devient 


. . 3 * 3x' 

a X I — 

- IOO 1 JOOOO 


ri 


loooooo 

A 2 
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= a X i — *- — b, ou enfin x% — Jjoo x 2, 
“-h 20000 x = 1000000 équation qui doit 

naturellement promettre plus de difficulté que 
la précédente. . 

I V. 


Quant aux autres cas , on voit aisément 
; comment on parviendrait successivement à 
' former les équations qu’ils donneraient , et l’in- 
duction montre que l’équation serait toujours 
du degré exprimé par le nombre n. Si on 
veut avoir cette équation , en général , sans 
spécifier le nombre nf on n’aura qu’à em- 

; » 

ployer l’expression générale a X i — — de 

• 1$ quantité que devient a après da n ,eme . an- 
née, et l’équation sera 

* . , . — — n ■ - V 

a X 1 — - . = a X 1 — — b , 

r too . 100 7 

* • x b 

too 100 a 

v. j 

. 2 - Contentons-nous présentement derésoüdre 
j[f problème dans le cas où son équation est 
'jjtlu second degré , c’est-à-dire , lorsqu’elle est 

Manierç # 2 100 X = IOOOO j , OU plutôt clier- 

fjutîon gtpé- clions une méthode pour résoudre générale- 
îfon^d^se- nient toutes les équations du second degré. 
cond'tUgrc. Ceux qui voudront résoudre des cas plus éle- 


du 




# 
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vés du même problème, y parviendront fa- 
cilement aussi -tôt qu’ils auront vu dans la 
suite, les méthodes générales qui conviennent 
aux degrés que ces équations donnent. 

Ce qui se présente le plus naturellement, 
en cherchant une méthode pour résoudre gé- 
néralement les équations du second degré, 
c’est de voir la liaison qu’il peut y avoir entre 
ces équations et celles du premier : or, il est 
clair que toute équation du premier degré 
deviendra du second , si on quarre les deux 
membres : par exemple , x -4- a — h donne 
étant quarré x % -+- 2 a x -+- a* — b 2, ; reste 
donc à savoir si, parYine opération contraire, 
on pourroit rappeler toute équation du se- 
cond degré à une du premier. Prenons , par 
exemple , l’équation x 2 -+- p x == q qui ex- 
primera toute équation du second degré selon 
les valeurs qu’auront p c t <jr; ces lettre^ pou- 
vant désigner toutes sortes de quantités posi- 
tives ou négatives. Suivant cë que nous ve- 
nons de dire, il n’y a qu’à voir si x 2 -4- p x 
ne seroit pas le quarré de quelque quantité 
dont la première partie seroit x , et dont la 
seconde seroit une connue, afin de trouver, 
par ce moyen, l’équation du premier degré, 
qui , étant quarrée, seroit devenue x 2 -4 -px—q. 
Or , on voit facilement que x 2 -f- p x n’est 
pas un quarré , mais on voit en même temps 
qu’il peut le devenir par quelque addition , et 
l’on a, comme on sait, la liberté de faire cette 

A3 



Le signe y/ 
indique la ra- 
cine quadrec. 


6 E L É M E N S . 

addition, pourvu qu’on ajoute la même quan- 
tité de l’autre côté de l’équation. 

Afin de trouver ce qui manque à x (i) 2 -\-p x 
pour en faire un quarré, il n’y a autre chose 
à faire qu’à comparer cette quantité avec le 
quarré x x -h 2 a x a le terme p x ré- 
pondant à 2 a x, p répondra à 2 a et partant 
a à i p : or, comme a 2 est ce qui manque à 
x 2 -h z # X pour en faire un quarré, le quarré 
de l p , c’est-à-dire, ~ p 2 sera ce qui manque à 
xx-i-px pour en faire un quarré, c’est-à-dire, 
que x x -f- p x H- - p 2 sera un quarré ; il l’est 
en effet, et c’est celui de x -4- - p. Ayant donc 
ajouté \pp au premier membre de l’équation, 
il faut en ajouter autant de l’autre côté, et l’équa- 
tion sera ?ç x h- p x -4- ~ pp = q -f- \pp> Or , la 
quantité x r \p multipliée par elle - même 
donne# x -\rpx-\- \pp ; il faut donc que cette 
quantité soit aussi égale au nombre qui multi- 
plié par lui-même donnera q -1- \ p p. Pour 
exprimer ce nombre, ou plutôt cette quantité 

en général , on écrit V~ q ~p p employant 
le, signe k', qu’on appelle signe radical , pour 
faire <(i) ressouyenir qu’il faut prendre la racine 
quarrée de la quantité qui le suit, laquelle doit 


(i) Le nombre qui , multiplié par luUmôme , en a formé un 

antre est dit sa racine quarrée , ou simplement sa racine ; 
celle définilkwi , connue en arithmétique , est aussi admise en 
AUübrc pour toutes sortes de quantités. 
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être toujours, pour éviter la confusion, sur- 
montée d’une barre, ou renfermée entre des 
parenthèses. 

r*'l\ . » 

On a donc, en employant cette dénomma- 
tion x -h \ p = V e q -h j p z , d’où l’on tire 

x = — \p V~' q -f- ~ p a , valeur de x dans 
l’équation proposée x x p x — q , et cette 
valeur servira pgiir toute équation donnée, 
aussitôt qu’en comparant cette équation avec 
x x-hp x — q, on aura déduit les valeurs par- 
ticulières de p et de q. 


Si on se souvient présentement que l’on a 
trouvé (I. Part. art. LX. ) qu’en multipliant 
une quantité négative par une quantité néga- 
tive , il en résulte une quantité positive , de 
même que si on avoit multiplié deux quantités 
positives l’une par l’autre , on verra que la ra- u racine 
cine d’une quantité positive pourra toujours quatre d ure 
. être affectée du signe que l’on voudra , ainsi S'bTcn nl 
au lieu de, l’équation gjjÿ” °- ue p°’ 

x t5~ ? P — ■+• ^ cf + j P 2 j on peut écrire* 
x-+- i p — — y q -h h P* ? ce qui donneroit 
alors x==—\p — y q -j- i. p 2 - • d’où p on q re ce 
principe général qu’une équation quelconque Une 
du seconddegré, a toujours deux racines. Un ««onduKcund 
entend alors par racine d’une équation la Va- iacines.c’est-à- 
ieur de l’inconnue dans cette équation, il faut feurs'd*' vl " 

A 4 
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Formule 
contenant ces 
deux racines. 


Application 
de la formule 
precedente 1 
l’équation de 
l’art. II. 


Séduction 
de 1a valeur 
d'x en for- 
mant la racine 
du produit par 
celle dca pro- 
duisant. 
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bien prendre garde de confondre cette expres- 
sion avec celle de la racine quarrée. 

, , vu. 

Pour renfermer dans une seule et meme ex- 
pression les deux racines, ou valeurs de x dans 
l’équation précédente x x -h p x — q , on se 
sert du signe + , et l’on écrit ainsi ces deux va- 
leurs x = — | p + ^ q -f- \ p 2 . 

• VIII. 

Appliquons maintenant cette solution gé- 
nérale à l’équation x x — ioo x = — ioooo ^ 
à laquelle nous étions arrivés dans le problème 
précédent: En comparant cette équation avec 
x 2 -px — q , nous aurons 

p — — 100 ; <7 = — ioooo * 
et faisant les substitutions de ces valeurs à la 
place de p et de q dans la formule générale 

x = — îpdb ^ q -h \ p 2, y il viendra 
X = 5o ± 2ÔOO IOOOO 5 . 

* IX. 

On peut donner une forme un peu plus sim- 
ple à la partie radicale ^ 5 oo — ioooo - 
de cette valeur dex, en parlant de ce principe 
que la racine quarrée du produit de deux, ou 
de plusieurs quantités, est le produit des raci- 
nes quarrées de ces quantités ; car, décompo- 
sant alors i 5 oo — ioooo \ en ses deux produi- 


t 
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sans 25 oo et i — ^ et prenant les racines de 

' ces deux quantités, on aura 5 o etV^ i — 
dont le produit 5 o V" i — ~ , sera la valeur 
de V 25oo — ioooo c’est-à-dire , que la 

valeur de x sera 5 o + 5 o i 

Quant à la démonstration de ce principe que 
la racine d’un produit quelconque , se trouve 
en multipliant les racines de ses produisans , 
elle est bien facile à imaginer , lorsqu’on se 
rappelle l’inverse de ce principe , c’est-à-dire , 
que pour quarrer un produit comme ab , on 
multiplie l’un par l’autre, les quarrés a a et b b 
de ses produisans a et b. 

X. 

♦ 

Pour faire usage de cette valeur de x , il n’est ^mp^u 
plus besoin que de savoir quel est le rapport p«biemç. 
qu’on veut qu’il y ait entre b et a . Supposons, 
par exemple , que b soit la partie ^d e a, c’est- 
à-dire , que le négociant ait trouvé à la seconde . . 
année la somme diminuée de ce qu’elle étoit 
après la première d’une quantité égale aux ~ du 
total , on aura par cette supposition ^ = |-£ 

et i — 75 = tx, d’où la racine \/ i — ^ 
sera \ ,et donnera par conséquent x= 5 o + 5 o X | 
qui exprime à la fois 60 et 40. 

Or ces deux valeurs de x résolvent en effet 
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également l’équation x x — ioo x = — 2400 
dans laquelle l’équation générale 
x x — 100 x = — 10000 £ se change par la 

supposition de ~ ^ : car , xx — 100 æ de- 

vient également — 2400 , soit qu’on lasse 
x = 60, ou que l’on prenne x — 40. 

On peut encore , d’une maniéré plus con- 
vaincante, reconnoître la nécessité des deux 
solutions 60 et 40. Car, qu’on suppose d’abord 
x = 60, c’est-à-dire, que la somme de 100000+, 
par exemple, perde 60 pour cent par an, il est 
évident qii’après la première année elle sera 
réduite à 40000 h. 

, A la seconde année elle sera de 16000^ en 
perdant encore 60 pour cent* or 16000’+ sont 
plus petits que 40000+ de 24000+ qui sont les 
de iooooo # '. 

Qu’on suppose à présent que la même sotnme 
de 100000+ perde 40 pour cent par an, après 
la première année elle sera réduite à 60000+ , 
et après la seconde à 36 ooo+ : or 36 ooo+ sont 
encore plus petits que la somme 60000+ de 
la quantité de 24000+ , ou des de iooooo^ - . 

X I. 

\auc gj on veu {. q Ue j } so p ] es _i (Je flj on aura 

x = 5 o ;+ 5 o ^ 1 — ÿf =60+60 
vj = 5 o + 3 o , c’est-à-dire , ou 80 , ou 20 
qu’on trouvera encore résoudre également le 
problème. 
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X I I. 
b 


1 1 


Mais si l’on suppose - a — ~ on trouvera 

^ i < / • - _ v ————— , 


Troisième 

exemple qui , 

OU 5o + 5o ^ Or, deoiandant 1* 

3 7 r»vi"« (Tune 


Æ = 5(f 1 17 I | , 

comme on ne saur oit prouver aucune quantité quantité ncga-. 
qui, étant multipliée par elle-même, donne — , ,in ' 

il s’ensuit que la quantité ^ | ne sauroit 

être réelle, ou, ce qui revient au même, que * 
le problème est impossible dans ce cas. 

Ainsi on peut être assuré qu’il n’y a aucune 
valeur possible à substituer pour x dans l’équa- 
tion xx — i oo x s= — — qui fasse que les 
deux membres en deviennent égaux ; où , ce 
qui revient au même, que la somme a ne sau- 
roit être altérée chaque année, suivant aucune 
proportion donnée, qui soft telle que de la se- 
conde à la troisième année, la diminution soit 
d’une quantité égale au tiers du total. LesGéo- 
metres regardent cependant commç une espece 
de solution ou de racine de l’équation 
x x — ioo x = — — *§— , la valeur 5 o ± 5o , 0I S it '^T- 
^ — \ qu’ils trouvent alors ; mais ils l’appel- 6lnilI °' 
lent une racine imaginaire, et cette racine ima- 
ginaire à cause du signe +. est toujours censée 
une double solution. 

XIII. 

On voit, par la valeur générale QauWont 

— \v± v q+\ pp de x , que toutes les fois du second dg-"* 
que la quantité désignée par q , sera négative fidnaV ’ 

.et plus grande que \ p p 3 les deux racines de * mi, 6 ,na,rcs - 
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Rôotution 
des équations 
du second de- 
gré sans les 
comparer k la 
formule géné- 
rale. 


Autre pro- 
blème du se- 
cond tkgté. 
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i 

l’équation xx-\-p x = q , seront toutes imagi- 
naires. 

XIV.. # 

Lorsqu’on a une équation quelconque du 
second degré, on peut là résoudre sans la com- 
parer terme à terme avec l’équation générale 
x x-*t-p x = q ; car on peut sans augmenter le 
calcul, répéter le même procédé qu’on a suivi 
en résolvant cette équation générale, 11 ne faut 
pour cela qu ''ajouter aux deux membres la 
quarré de la moitié de ce qui multiplie x dans 
le second terme du premier membre , et pren- 
dre ensuite la racine quarrée des deux me?n- 
bres. Qu’on ait, par exemple, à résoudre l’é- 
quation x x -f- 8 % = 9, en ajoutant des deux 
côtés 1 6, quarré de la moitié de 8, on a' 
x x -h 8 x -f- 16 — 9 -+- 16 = 25 . Et pre- 
nant ensuite la racine des deux côtés , on a 
x -j- 4 = + 5 , c’est-à-dire , x = — 4 + 5 , ou 
x = — 9 et x — 1 , et ces deux valeurs résol- 
vent également l’équation x x -4- 8 x — 9. 

X V. 

Pour accoutumer les commençans aux dif- 
ficultés qu’on rèncontre dans les problèmes du 
second degré , nous leur proposerons encore le 
problème suivant : 1 

Trouver sur la ligne qui joint deux lumiè- 
res quelconques , le point où ces deux lumières 
éclairent également , en supposant ce principe 
de physique, que V effet d’une lumière est quee- 
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ire fois plus grand , lorsqu'elle est deux fois 
plus proche , neuf fois plus grand^ lorsqu'elle 
est trois fois plus proche , ou pour s’expri- 
mer comme les Géomètres , que son effet est en 
raison renversée du quarré de la distance. 

Que a exprime la distance qui est entre les 
lumières données, et que le rapport de m à n 
soit celui qui est entre l’effet de la plus petite 
lumière à une certaine distance, et l’effet de 
la plus grande lumière à la même distance. 

De plus, que x exprime la distance de la 
plus petite des deux lumières à un point pris 
à volonté sur la ligne qui joint les deux lumiè- 
res , il est clair' que a — x sera la distance du 
même point à l’autre lumière, que les quarrés 
de ces deux distançes seront x 2, et x 2, — 2 ax 
H- a 2 , et par conséquent que les quantités qui 
seront en raison renversée de ces quarrés seront 
entr’elles comme ± (1) et 

De là il suit que si les lumières étoient 
égales, les effets qu’elle produiroient chacune 
dans ce même point, seroient entr’elles comme 

h à + 5 mais ces lumières ayant 


* x 

(i) Ceci doit être facile à entendre à ceux qui auront vu 
' dans l Arithmétique ce que c’est que des raisons renversées. 
Il n'y a pas plus de difficulté à voir que t 

I I t 

— et ZZ — 7 Z — : — sont en raison renversée Aex x et de 

xx x x — 2 a x -+-cz a 

xx — 2 a x a a , qu’à voir que j et-j; sont en raison ren- 
versée de 3 et 4. * ■ 
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des quantités absolues qui sont entr’elles dans 
la raison dq§ 7 « à n , leurs effets doivent donc 
être entr’eux comme 
m à n 

xx xx — z a x + a a 

Présentement pour que le point pris à vo- 
lonté devienne le point demandé, il n’y a autre 
chose à faire qu’à égaler ces deux quantités , 
ce qui donnera l’équation m a a — 2 a ni x 
rn x x — n x x , qu’on résoudra ainsi. 

On commencera par passer les termes m x x 
et 2 a rn x dans l’autre membre , ce qui don- 
nera n — rn X oc x -+- 2 a m'x = m a a , ou 
x x 


a a m a a m 

X — . 

n — m n — m 


On ajoutera ensuite aux deux membres de 
cette équation . le quarré de la moitié du coeffi- 
cient du second terme , et l’on aura 


x 


1 a m x 


n — • nt 


a a m m 


a a m 


n — m 


a a m m 


n «— tn n — m 

dont le second membre devient 

a a m n 


; en mettant les deux termes 

J ' ' 

au même dénominateur et en 


n — m 

a a m a a. mm 


" n — m 

réduisant. 


» 

Cela fait , on prendra la racine des deux 
membres de l’équation , et l’on aura ....... 

x = + Wi 

1 n — rn — V ■ 


OU X — 


n — m 
a 


n — m — n — m 




rn n , en pre- 
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a a. 


nant la racine de la partie qui est un 


n ~ m 


quarré parfait, et laissant sous le signe radical 
son multiplicateur mn, qui n’est pas un quarré, 
du moins dans toutes les valeurs de ni et de n. 
Donc les deux valeurs d’x qui résolvent l’é- 
quation précédente , et par conséquent le pro- 
blème qui a conduit à cette équation, sont 
exprimées par la formule» 

- — — V ni n, ou 

n — m - — n . — in ' 


X = 


X = 


m + 


V 


m n. 


XVI. 

* 

On voit par cette expression que Tune des 
valeurs*est nécessairement négative, et l’autre 
positive. i°. si on prend le signe — pour la 

quantité radicale V' m n , il n’est pas douteux 
que la quantité totale ne soit négative. 2°. Si 

on fait V rn n positive , — m -f- V ni n qu’on 
a alors sera positive, parce qu’ayant fait par 
la .supposition n plus grand que m, V rn n 
doit être plus grand que m. 


XVII. 

Si on cherche présentement l’usage qu’on 
doit faire de la valeur négative, on trouvera, 
en se rappelant , ce qu’on a vu ( I. Part. art. 
IiXIII.) sur ces valeurs dans les équations du 
premier degré , qu’elle doit être prise dans un 
sens opposé à la première, c’est-à-dire, que le 
point qü’elle dûttnë pour résoudre ce pro- 


Da deux 
valeurs prece- 
dentes l’une 
est nécessaire- 
ment positive^ 
l'autre négati- 
ve. 


Usage de la 
valeur négati- 
ve. 


Digitized by Google 



l6 E L É M E N S 

blême , au lieu d’être placé entre les deux 
lumières, sera placé sur le prolongement de 
la ligne qui les joint du côté de la lumière 
la plus foible. 

On n’aura aucune difficulté à admettre cette 
position de la valeur négative de x , lorsqu’on 
remarquera que cette même valeur n’a été 
trouvée négative , que parce qu’on a résolu 
le problème , en regardant le point cherché 
comme placé entre les deux lumieresj car si 
on avoit fait attention à la possibilité de pren- 
dre ce point sur le prolongement de la ligne 
qui les joint , on auroit eu un autre calcul 
relatif à cette position , et Yx qui auroit été 
alors placé naturellement sur le prolongement 
de la ligne qui joint les lumières, auroit été 
positif. 

X V I M. 

Pour nous faire mieux entendre, nous al- 
lons reprendre le problème en entier, en 
supposant le point cherché sur le prolonge- 
ment de la ligne qui joint les lumières. La 
distance de ce point à la plus petite lumière 
étant toujours nommée x , sa distance à la plus 
grande lumière sera alors a x , les quarrés 
de ces distances x x et aa-\-2.ax-hxx, 
les deux quantités de lumière — et — ■ — — > 

T- *x ca4-2<tx+xx 

lesquelles étant égales par les conditions du 
problème, donneront — — ■ ou maa 

' X X CL CL "t* 2 a X -f- X X 

•-+- zamx-hmxx = n x x, ou n — m X xx 
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2 a m x m n 

— 2 amx~m a a , ou m’ « 

qui étant résolue donnera 

ar — .. x . m± 'Lu? dont la première valeur 

n — >« * 

sera positive, et la seule qui résoudra 
exactement le problème dans le sens où il est 
proposé alors. 

Quant à la seconde valeur - * qui 

est négative, elle doit être alors prise dans un 
sens opposé à la première, c’est-à-dire, que le 
point qu’elle donne doit être placé , non comme 
*on l’a supposé dans le calcul , sur le prolonge- 
ment de la ligne qui joint les deux lumières , 
mais sur cette ligne elle-même. 

Ainsi dans cette nouvelle solution on a , par 
rapport aux signes , tout le contraire de ce qu’on 
avoit dans la première, et ces deux solutions 
confirment cefjue nous avons déjà vu dans la 
première Partie, art. LXIII , que les inconnues 
qui deviennent négatives , doivent toujours 
être prises dans un sens opposea celui qu’on 
leur a donné en exprimant le problème. 

• XIX. 

Nous ôterons., je crois, tout embarras aux 
lecteurs, sur ce problème, en prenant un exem- 
ple. Supposons que 72=4 rn, c’est-à-dire, que 
la plus grande lumière ait quatre fois plus de 
force que l’autre , én substituant cette valeur 
de n dans la formule générale de l’article XV, 
Tome II. ■ . B 

I 
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x ~ n — m X ni ± ]/ rn n • elle deviendra 
x = 5 X — i + — 2 , c’est-à-dire, ou -f- - a , 
ou — a , qui fournissent deux points également 
. propres à résoudre le problème , l’un placé 

entre les deux lumières deux fois plus près 
de la foible que de la forte , et l’autre sur le 
prolongement de la ligne qui joint ces lumiè- 
res , et à une distance de la foible égale à celle 
qui est entre les deux lumières. Or, il est 
très-facile de voir sans Algèbre que ces deux 
points résolvent également le problème, puis- 
qu’ils sont l’un et l’autre deux fois plus près de 
la lumière foible que de la forte , et que la forte t 
est quadruple de la foible. 

X X. 

• Les principes que nous venons de donner 
sontsulîisanspourtoutesles équations du second 
degré ; mais comme les commençans ne peu- 
vent guères les posséder qu’entes pratiquant, 
nous allons les exercer à la résolution de plu- 
sieurs équations : il en résultera cet avantage, 
qu’outre qu’ils en auront mieux la méthode , 
ils apprendront en même-temps de nouvelles 
. opérations d’ Algèbre , qui sont sans doute dues 

aux recherches que les premiers Analystes ont 
faites sur les équations du second degré. 

Noumui Soit b x x — 2c 2 x + 2 cc«,en ordon- 
txempki de nant cette équation , c’est-à-dire , en passant les 
^a!ions nî< riu termes affectés de x du ihême côté , et divi- 
MMi degré. saat j ous | es fermes par le coefficient de xx , 
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*9 


on aura x ~— b — ? aux deux mem- 

bres de laquelle ajoutant et prenant en- 
suite la racine quarrée , on aura 


X 


e c 
~b 


bb 


= + a ^ 2i(iô — |— c c j c’est-à-dire 9 , 

ce±c V a b + c c. 


X = 


Soit //H- g g — - 2 g X -t- X X — 
devient d’abord 


m m x x 


H n 


qui 


m m~n n 
nn 


Xxx-\~2gx=f f gg } et ensuite 
xx + JJÏJL x =Æi±*ei, 

m m—n n mtn — nn 

nn x g g n« 


OU 


XX 


2 g 1 


m m — n n 

ee ni 


m m—nn 

_ ffnn + ggnn < 

mm — «n ' £ 

ffnnm + ggnnm m — ffn* 


doi^l’on tire. 


m m—nn 


x -A g -— ” = + n V ff’ n m rn — ffn n. 

m m — n n — ' — 7 


« m — n n 


OU x ~ nTm-„« x ± ^ ffmjn^rggtnm—ffnn 

Soit abc — a, ff-\- z a f z — a z z — b z z 
qui étant d’abord ordonnée deviendra 

~ ~ *«/_ abc — aff .. 

- . zz = ~ a Zï - > ensuite 


zz- 


a — 6 a — b 

* a f „ , ««// abc-qff t aaff 


a— b 


_ a abc— a bbc+q bff 




a — b 


- abbc+abff . , 

qui donne , 

Æ — A A 




« = 


V aabc — a b bc + a bff. 


a — b 


B a’ 
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Soit à présent l’équation / 

4 a 2 — 2 -h 2ax = 1 8 a b — 18 £ £, en or- 
donnant on aura x x — a x — 2a a — 9 a b 
+ 9 è è , ou r j; — a x -h ^ a a — ~ a a 
— 9 a b -h 9 h b qui donne x = \ a 

± \ a a — 9 b a - 4 - 9 b b. 

On réduira aisément cette quantité si on a 
vu , et on ne pouvoit guères manquer de le voir 
dans tout ce que nous venons de dire , que le 
quarré d’une quantité composée de deux ter- 
mes, devoit être égal à la somme des quarrés 
de chacun de ces deux termes , et au double 
produit de ces deux termes. 

Car , trouvant dans la quantité | a a — 9 b a 
-f- 9 b b les termes | a a et 9 b b qui sont 
les quarrés de | a et de 3 b , et le terme 9 a b 
qui est le double produit de § a et de 3 b , on 
voit aisément que cette quantité | a æ — b « 
-t- 9 b b est le quarré de ~ a — 3 b. Donc au 

lieu de l’expression y \a a — 9 b a -h g b b , 
on peut écrire simplement | a — 3 b : donc 
la valeur de x est alors \a + | « 4 3 b , c’est- 
à-dire , ou 2 a — 3 b , ou — a -4- 3 b. En effet, 
l’on voit que ces valeurs résolvent également 
l’équation donnée. 

XXI. 

Comme dans les différentes équations du se- 
cond degré qu’on peut avoir à résoudre , il 
arrivera souvent des cas de même nature que 
celui qu’on vient de trouver, il faut avoir 


Digitized by GoogI 


d’Algebre. 21 


quelque méthode sûre et générale pour recon- 
jioître les quantités qui sont des quarrés , et 
pour trouver Içurs racines; cette méthode est 
aisée àf tirer dèï* principes que nous venons 
d’employer dans l’exemple précédent; en voici 
le procédé sur un autre exemple. 

Soit la quantité 3o a b -h 9 b b 4 - 25 à 1 r J^ n J 
dont on demande la racine quarrée. ' Uracwequar. 

J’ordonne d’abord cette quantité par rapport tur un. curai 
à une des lettres qu’elle contient , par rapport ple * 
k a, par exemple, et j’écris par conséquent 
cette quantité, ainsi qu’on la voit dansla Table 
ci-jointe, case r. 

Je prends ensuite la racine du premier terme 
2 5 a 2 , laquelle est 5 a , que je prends pour 
premier terme de la racine cherchée , et que 
j’écris à côté de la quantité proposée 25 a* 

-+- 3o è æ -f- g b b, ayant tiré auparavant une • 
barre pour éviter la confusion. Je place alor» 
sous la proposée le quarré 25 a 2 de 5 a, en lui 
donnant le signe — , je tire une barre et je 
réduis, j’ai, par ce moyen , la quantité 3o b a 
-4- g b b que j’écris sous la barre ; cela fait , je 
double 5 a, ce qui me donne 10 a que j’écris 
au-dessous de 5 a , et je divise ensuite le pre.- 
ïnier terme 3o b a de la quantité 3o ba-bgbb 
par 10 a y et j’écris le quotient 3 b } qui est 
le second terme de la racine cherchée à côté 
de 5 a , je l’écris en même temps à côté de 10 a y 
et je multiplie ce nouveau terme 3 b de la ra- 
cine par la quantité inférieure 10 <2 -}- 3 ô, en 

B a 
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observant, comme dans la division, de chan- 
ger les signes en écrivant le produit sous la 
quantité 3 o a b 4- 9 b b \ faisant alors la réduc- 
tion, et voyant que tout se détruit, je conclus 
que 5 a 3 b est la racine cherchée. 

XXII. 

Pour fortifier les commènçans dans la mé- 
thode d’extraire les racines quarrées, il ne sera 
pas inutile .de leur faire parcourir les deux 
exemples su i vans : 

Autwexwn- Soit d’abord proposé d’extraire la racine quar- 

rée de la quantité 4 a 2 — 4 b a -±- 4 c a-\-bb 
neqiuriK. — a c b cc ordonnée par rapport à a. 

Je commence par prendre la racine de 4 a 2 
laquelle est 2 a que j’écris à côté de la pro- 
posée, (Voyez la seconde case de la Table 
• ci-jointe) je retranche ensuite le quarré 4 a a, 
et j’écris le reste — 4 b a-\- 4 : a-\- b 2 — 2c b 
- 4 - c c\ je double 2 ns, et j’écris le double 4 a 
au-dessous ; je divise le terme — 4 b a par 4 a , 
et j’écris le quotient — b , tant à côté de la 
racine que du diviseur 4 a. Multipliant alors 

— b par 4 a — b , j’ai, en changeant les signes, 

4 b a — ô & que je place encore sous le divi- 
dende, et j’ai, après la réduction, -4-4 c a 

— 2 c b .-f- c c qui doit servir encore de divi- 
dende ; je double alors la racine 2 a — b , et 
j’écris le double 4 a — 2 b au-dessous ; je divise 
-4-4 c a par 4 a , et j’écris le quotient -4- c à 
côté de la racine 2 a — b , et à côté du dm- 


- Digitized by Google ; 

J 







Autre exem- 
ple d’extrac- 
tions de ract 
ne quarrcV. 



/ 



d’Algebre. 23 

seur. Faisant ensuite la multiplication de -f- c 
par 4 a — 2 b c ,e t écrivant avec des signes 
diflférens le produit sous le dividende, tout se 
détruit, d’où je conclus que la racine est pos- 
sible , et qu’elle est 2 a — b -f- c. 

Soit ensuite proposé d’extraire la racine quar- 
rée de la quantité 

4x+~h8ax 3 -\~4a 2 x 2 ,-f-i 6b V 2 -+-ï 6 Z > 2 ax-\-l6b 4 
ordonnée par rapport à x : en suivant les opé- 
rations qui sont écrites dans laTable ci-jointe, 
case 3, on verra facilement que la quantité est 
2xx-+-2ax->r^bb^ 

XXIII. 

Dans les différens exemples que nous avons 
donnés sur les résolutions des équations du se- 
cond degré , les commençans n’ont guères pu 
trouver de difficulté que lorsqu’il étoit ques- 
tion de réduire les quantités radicales en ôtant 
de dessous le signe, les quantités quarrées qui 
étoient des produisans de la quantité radicale : 
en effet cette opération est la plus délicate de 
celles qui peuvent entrer dans la résolution 
des équations du second degré , il est donc 
important que les commençans s’appliquent à 
la pratiquer facilement. Pour les aider à y par- 
venir , nous joindrons ici les exemples sui- 
vans : • • . ' ^ 

V = 3 b c 

B 4 
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Exemples 

de réduction 

de quantités 

radicales. * a h h m m 


\/ a 1 è -4- 4<ia£é>-+*4aA 3 __ a. *t*s 4^ a b 
Y — « 

”i^= î=l^ A A + 4 

p<t p i — ^ 


ppu 

6KzTÏÂT= 2^1/- 

9 8 7 a 


v XXIV. 

Les quanti-_ Presqu’aussi-tôt que les équations du second 
poin? U de wî- degré ont fait counoître les quantités irration- 
si.es txactessont nelles ou incommensurables ( on appelle ainsi 
mensurabies les quantités qui n’ont point de racines exac- 
ou irrauonuci. on a obligé de faire sur ces quantités 

' • ' les mêmes opérations que sur les quantités 
rationnelles ou commensurables , c’est-à-dire , 
qu’on a eu à ajouter, à soustraire, à multiplier, 
à diviser des quantités, ou toutes incommen- 
surables, ou en partie incommensurables, et 
en partie commensurables. 

L'addition Quant à l’addition et à la soustraction des 
quantités radicales , elles ne renferment aucune 
quantité* ne difficulté que celles de la réduction de ces 
îeuu^Mu^a! mêmes quantités à leurs plus simples expres- 
sions. 

Par exemple , s’il faut ajouter ^ 48 a b b 
avec b V' y 5 a> je change la première de ces 
quantités en 4 à ^ 3 a , , et la seconde en 5 b^ 
dont la somme est 9 b Ÿ 3 a % 
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De la même maniéré 

^48 7 *— = T - c 

\/ -7 - c '+~^y' «3 b — ^aabb-\~^ab^~ a b 

4/ a J b bc'/ab 

a V 


3 aa + 6 a c +3 « c 


a a , 

a+c ~ 73 . 


X 


« *f « 


XXV. 


A l’égard de la multiplication, si les quan- 
tités qu’on veut multiplier sont toutes deux 
incommensurables, il est clair qu’il n’y aura 
autre chose à faire qu’à multiplier les quan- 
tités qui sont sous le signe radical, et mettre 
le même signe radical à la tête du produit ; 
s’il se trouve alors dés réductions à taire, on 
les fera comme ci-dessus. 

Qu’on ait à multiplier , par exemple , 

^ abpar^ ac, on écrira ^ aabcy ou« ^ bc. 

De même 

J/3 cdx y' 4 j‘gc= V'i zfgcc d—i c V7>fgd. 

Lorsque les quantités radicales qu’on aura 
à multiplier seront égales , il faudra simplement 
ôter le signe radical. Pour multiplier, par exem- 
ple, ^ a^cd, par ^«3 c d, on écrit simple- 
ment la (^lantité a& c d sans signe radical. 

Si la quantité qui multiplie un radical est ra- 
tionnelle , il faut se contenter de l’écrire devant 
le signe avec une barre au-dessus lorsqu’elle 
a plusieurs termes ; si on vouloit la faire en- 


i 


Multiplia- 
tiondci in corn, 
mensurablc». 
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trer sous le signe radical , il faudroit la quar- 
rer auparavant. 

Par exemple, le produit de a -f- b par 
y/ - —- tl est a -h b V - f 

a a — b b - - r a a — b by 

OU v: ffg X aa + 2ab + bb. 


a a b b 


OU 


y/ ffs X a 4- by 
a— b 


OU 


v'o — b 


2 U y/tltïï X —3 aV a — 


bb 


6aa y,aa+bb 


6 a* 4- abb 


V c d y'c d 

^ a-VbY.^ a — b—V aa — bb. t 


S’il est question de multiplier des quantités 
composées de plusieurs autres , ou toutes radi- 
cales , ou en partie radicales et en partie incom- 
mensurables , l’opération ne sera pas plus dif- 
ficile que les précédentes , pourvu qu’on se rap- 
pelle les réglés ordinaires des multiplications 
des quantités complexes. 

f - !■ ■■ — t 

Par exemple , 3 a Y bc — 2b^ a cXic^ ab 

= 6 abc ^ a c—- 4 a b c ^ b c 
- , -^- l — ... — ■ ■ — ■■■»■ ■ — 

a dr ^ aa — b bXa-\- ^ aa — b b 
= 2 a a-bh-\- 2fl* / a a — bb. 

a-\- y aa—xx X aa~—xx~xx. 
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XXV I. 


Lorsqu’il s’agira de diviser deux quantités .-D«uk»a«» 
irrationnelles l’une par l’autre , on divisera les mu*. 
quantités qui seront sous le signe, et l’on met- 
tra le signe devant le quotient. 

S’il faut diviser une quantité irrationnelle par 
une rationnelle, on mettra simplement la ration- 
nelle sous l’autre, avec une barre assez longue, 
pour qu’on puisse connoître que le signe neporte 
pas dessus ; si on veut , au contraire , que le signe 
radical y porte, il faudra quarrer le diviseur. 

S’il y a des quantités commensurables devant 
les radicaiA , on les divisera à l’ordinaire , et 
on écrira leur quotient à côté du quotient ra- 
dical. Toutes ces choses s’entendront sans au- 
cune peine, par les exemples. 


\/ ab t/ T . ecVbc 

— * b , 


ci/ c j 


12 a c \/6 b C 

4c i/ ai 


= 3 a ^3 


y/ aa — xx 
y/ a+ x 


y/ a ab b — b b xx 


a — jc 


bV 


a - |-x 


a — x 

XXVII. 



Ce qu’on vient de dire sur les équations d« 
second degré , suffit lorsque ces équations ne 
renferment qu’une inconnue ; mais comme on 
rencontre souvejit des problèmes dans lesquels 
il est nécessaire d’en employer plusieurs, il faut 
voir comment l’on traite ces problèmes, nous 
prendrons dans cette vue l’exemple suivant. 
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du •«£?«! dî£ Trouver trois quantités en progression (i) 
^“piasTeûrj géométrique 9 dont la somme soit donnée , ainsi 
iacoaüucj. que la somme de leurs quarrés. 

Soient les trois quantités cherchées x , y, z, on 
aura par la nature des progressions : x : y =y : z y 
c’est - à -dire, j — x z\ de plus, parce que 
leur somme est donnée, en nommant cette 
somme a , on aura x 4 - y -4- z = a ; enfin en 
nommant la somme de leurs quarrés b b , on 
aura , par la derniere condition du problème y 
x x -b y y -1- z z = b b. 

Pour faire usage de ces trois équations , on 
commencera par chasser z au moyen de sa va- 
leur a — x — y t irée de l’équation x-\-y-hz =a y 
substituant donc cette valeur de z dans les deux 
autres équations, elles se changeront en 
2 y J *4- 2 xx-+- 2 xy-\-aa — 2 a x — z a y 
= b b, et y y = a x — x x — x y. Pour chas- 
ser ensuite celle qu’on voudra des deux incon 
nues que renferment ces deux équations, on, 
trouvera la valeur que cette inconnue a dans, 
chacune de ces équations, et on égalera les deux 
valeurs que l’on aura parce moyen, opérations 
faciles par les principes précédens. Que x soit 

cette inconnue à chasser, la première équation 

♦ 


(»)Trois quantités dont la première est à la seconde, comme 
la seconde à la troisième , telles que 8 , 12 , >8 , par exemple r 
sont dites en progression géométrique, ou en proportion con- 
tinue. On ne sauroit entendre la théorie des proportions. y 
qu'on ne sache en même temps celle des progressions. 
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donnera x = — \y \a 

± V-? - y - t y? -t t « y , • 

et pour la seconde x — — 2 y -h \ a 

, i ^ \ a 2 — î a y — \ y y. Il n’y a donc plus 
qu’à égaler ces deux valeurs , ce qui donnera 

l’équation. 

-îj H- \ <* 

± V — 


a a 


4 -irrn-î^r 

= — L a 2 — ^ay—^y y 
qu’il ne s’agit plus que de résoudre. 


On remarquera premièrement , que les ter- 
mes — 4 y 4- i «sont communs des deux côtés, 
et que par conséquent l’équation se réduit à 


± V b -± _ 
t V ~ a a — 


-i jy + ï«j 


* « y 


'i- j y* 


Or, en 

quarrant les deux membres de cette équation, 
les deux radicaux disparoissent tout de suite, 
et d’équation devient en réduisaiît a y — \ aa 

— \ b b qui donne y = i - Vj - * b , substituant 


ensuite cette valeur dey dans l’une des précé- 
dentes de x, on aura x = ~ a 

i V \aa — 4 


b b 

4 CL 


OU X = 


\ aa-y \bb — ~ao y - 1 hb 

b b + a a ± )/ xo b b a a — j a 4 — 'J b*' 


} b* 


4 a 


16 a0 

et en 


substituant la valeur de x et celle dey dans z 
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— a — x — y y on aura enfin,. . . 

Z = ^ a 4 - & & zp \/ i o bb a a — 3 a* — 3 i* 

4 a 


XXVIII. 


Comme on est arrivé, dans cette solution,* 
à une valeur extrêmement simple pour y , 
après avoir eu des radicaux assez composés, on 
doit soupçonner qu’on pou voit y arriver par 
une voie plus courte : en effet, avec un peu de 
réflexion, on trouve facilement la méthode 
suivante. 

Autre nu- Soient reprises les deux équations x z — a x 

nieie de ràou- , b b a a. » 

dre les équa- y X — — y -f-<2 Y et X* X y 

ti jnsprcceden- * 2 J • . 

tes. a x — — y y ; en retranchant ces deux 

. équations l’une de l’autre , on a 

b b A CL â • 

o = — a y , dou I on tire 1 

„ 2 2 J y 


y 


a a — b b 


qm 


étant substitué dans l’une 


.‘ou l’autre de ces deux équations, donne 

n a a x — b b x 

I — 


X* 


ax 



— a * + $a abb — b 4 
4 a a 

— -4- 2 a a b b — i» 4 

4 a a 


o — M + fl fl X * 

) ou X 

2 a 

d’où l’on tire la même 


valeur de x que ci-dessus. 


XXIX. 


’* Dans ce problème, on a eu des quantités 
qui se sont détruites par une espèce de hasacd, 
ce qui a extrêmement simplifié les calculs ; mais 
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comme les équations du second degré, à plusieurs 
Inconnues, n’offrent pas toujours de pareilles 
facilités, il faut savoir ce qu’on doit faire dans 
des cas moins simples. Pour cela soit pris, par 
exemple, les deux équations 

x 2 a x — 2 xj = a a 2 jj- y 
xx — 2 a x xj — 2 a a — j j. , 

La première de ces équations donne acempie 

x , ii... , — d'équation du 

x v= — \ a -+- y + V • | a a — ar + 3rv, ««wd degré à 
1 autre donne piu* compii- 

x—a — ~j t \T 3 a a — aj — \jj égalant cèdent^* 1 * 
ensuite ces deux valeurs, et réduisant, on a 

— T+ ± V v « a — a j -h 3 jj 

— ± 3 a a — a j — ^JJ‘ 

Pour faire ensuite évanouir les radicaux de 
cette équation, je commence par quarrer les 
deux membres, ce qui me donne | jj — ~ aj 

■+" ♦ a a L 3 j — 3al^" \ a a — a y 3 jj 

-h^aa — aj-i-3jj=3aa—âj — ljj . 
qui contient encore un radical. Afin de le faire 
disparoître, j’écris ainsi cette équation 

... — + 7 a j — 6 j J — ± 3 j — 3 a 

\f | aa—aj^-3jj, 

en la réduisant et laissant la quantité radical^ 

, t 

± 3 j — 3 a-V ~a a — a j 3 yj 

seule d’un côté de l’équation j cela fait, je quarre 
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les deux membres, et j’ai 

\ a* — \ y -b ~~ a ay y — 54 ay% -4- 36 y* 

= gyy — 18 a y ~b gaa X \ aa — a y 4- 3 y y 
ou en réduisant 

finale^" 9.T 4 4-9 ay 3 — 3 o a ayy 4- 27 a* y = 11 a* 
h conduisent c’est-là l’équatiou qui résulte des deux précé- 
ce$ équations. e j. ce p e q u ’ü faudroit résoudre pour 

avoir la solution du problème qui auroit donné 
ces deux équations : on voit par-là qu’il n’en 
est pas des équations du second degré à plu- 
sieurs inconnues, comme de celles du premier, 
qui ne donnent jamais une équation finale d’un 
autre degré qu’elles. 


XXX. 


Autre ma- Q n p eu t sans avoir la peine de résoudre 

11 iere de traiter r Jl 

ie même exem- les équations du second degré, et de chasser 
pk * ensuite leurs radicaux, parvenir également à 
l’équation finale. 


Soit repris , pour le faire voir , les deux équa- 
tions précédentes, et soit tirée la valeur de xx 
de chacune d'elles , la première fournira 
x 2 = aa -j- 2 y y — a x -b 2, x y, 
la seconde 

x 2 — 2 a a — y y -b 2 ax — x y. 
Egalant ces deux valeurs , on a a a - 4 - 2 y y 
4- 2 X y — a x = 2 a a — y y — x y 4- 2 a x , 

d’où l'on tire x — - y y *-* > dont la substitu- 
i i *— %y 

tion dans l’une ou l’autre des deux équations 

données , dans # # — 2 ax 4 - xy — 2 aa — y y, 

par 


Digitized by Google 



33 


d’Al&îbre 

. , g r 4 — 6aayv~\- a 4 

par exemple , donne — •••■ 

(3 a— 3j-)* 

*4* (y - = 4 a a — y y qui étant ré* 

duite , produit la même équation 

9 j 4 _j_ g ay$ — 3o a cl y y -f- 27 a 3 jr = 1 1 a 4 . 

* 

XXXI. 


Pour habituer les commençans à se servir de 
cette méthode qui est d’un grand usage dans 
l’analyse ; nous allons l’appliquer aux deux 
équations . . ' 4 

x 2 -\~axy -\~bx — cy* -\-dy~be 
x 2 Hh/jcj- -+-gx — hy 2 -\-iy-\~k 

qui contiennent chacune la plus grande com- 
plication que puissent avoir les équations du 
second degré à deux inconnues. 

Tirant une valeur de x 2 de chacune de ces 
équations et les égalant , on aura 

(a—f)X.xy+(b—g') X i=(c-i)X/ 
+ (J-.')Xj + (<-i) 
laquelle , en faisant pour abréger les calculs, 
a — f = l\ b — g — m\ c — h — n ; 
d — i — p • e — h — q 
se change en Ix y -h w x — n y 2 p y q , 

d’où je tire x — Ôr , substituant 

celle-ci dans l’une ou dans l’autre des deux équa- 
tions données , dans la première , par exem- 
Tome II. C 
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(ay4-fr)X(»y* +P y-M) 


ly + m 


pie, j’« - 

me. cy 3 -4“ rfjy* -h g 

ou (wy 3 -t-py-H fl+Ciprhb ) X (w y 2 ~^~py %) 
x(/j+jk).~ (cy*H- ■+■ x -p w *^ 

Si on fait alors les opérations indiquées, que 
l’on réduise et que l’on ordonne, il vient enfin 

a « bln + amit + alp + î* p — z m l c 1‘ d 3 
y ' ' " aln + nn — l'c 

. bmn+gal+pbl + pam + p' + ïnq — m’c- zmU— eh n 

1 1 j . «/*,•+■ -** » — i* c 

blq + amq + bmp + zpq — m* d — z m e l 
*’’* a U + «« — î* e 

= — éc ? ~ ’ équation du quatrième 

degré qui résulte des deux équations du second 
degré les plus générales. 


' XXXII. 

Si on avoit des équations telles que xxy 
'~i~a x y — a b b etx xyy -+- c cy x — a*, ces 
équations ne seroient pas comptées parmi celles 
du second degré parce que le produit inconnu 
y étant à un de x* par y renfermant trois frac leurs et du 
#!**%• troisième degré et .que celui de x 2 par y 2 
kment au se- qyÿ en contient quatre, est du 4 me ? mais la 
irâîterou'*’ de méthode précédente serviroit avec la même 
ÿu«LÎn S . dei “ facilité à chasser les x de ces deux équa- 
tions. Pour le faire voir , supposons que a 
représente toutes les quantités composées d^- 
et de connues, à quelque degré qu’elles mon- 
tent, qui peuvent multiplier x 2 dans l’une des 
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équations données ; g toutes celles qui multi- 
plient x dans les mêmes équations; v les quan- 
t'tes entièrement connues qui sont de l’autre 
cote de la meme équation, c’est-à-dire que cette 
première équation sera « ^ -+- g x ~ y Que 
la seconde soit de même / x* V 

On tirera de la première x z = * mm ** > d e 

la seconde x 2 = lesquelles étant égalées 

doù 1,Qn üre * 

* « — . £ i » q u i» étant substitué dans l’éqtoation. 

**• + **&* donne -x(t^,ynV/ex(« k ^/) X (^^ 
*F=>x(»«— ^ /) dans laquelle mettant pour 
leurs valeurs composées de y, et de connues, 

1 on aura 1 équation cherchée. . , ; ijoir;. . 

1 • ■ ! ■ . 1 i 1 ■ • 1 

XXXIII. i 

Siles amsiquelesy, montoient cWune r .... 

à des degres plus bauts que le second , on^C"i 
pourroit encore , dans ce cas, emplir lamé- r“Sr 
thode piecédente : supposons, par , exemple * *- 
qu on ait les deux équations - ‘ 

** 3 +g **+>*=/,«• dfu^s lesquelles - 

«.Aÿ.f.i.t.*.-» représentent toutes sortes de 
quantités composées d’jr et. de connues, on 
commencera par prendre x^ dans chacune de 
ces équations, et on égalera ses deux yaleüCs 
ce qui donnera " ' ‘ ~ ? 

t — gx' ~ y X K — <px*-—%x • 


ny 


: ; J * ri J*-; 

C 2 
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Oll <r I • jl — y I * = » » — f « *’ — * « *. ou (♦«—«£) 
x*’=(y«— **) — ** dans laquelle x n’est 

qu’au second degré. Multipliant ensuite cette 
équation par « x, ainsi que l’équation « * 3 + M ** 

+ y x — f par «■* — «£. j’ai les deux équations 
(f *»— *ij0) X *’=(>' « — .fca’X *’)+(»*« — *‘«)X*. **(t «*—«•£ ) 

X x* + (£ ♦ *—> Æ**)X ** + (yf*->yt0) x* = * X(* * — • 0) 
desquelles je chasse x 3 comme des deux pre- 
mières équations, ce qui donnera 

• “}-M( ♦« — £•)) **■+■* ((» t — <r • )+ y ( fa— •£)) X=t(fa—£ f) # 

dans laquelle x ne monte non plus qu’au second 
degré. V oilà donc le problème réduit présen- 
tement au cas qu’on a résolu dans l’article pré- 
cédent, c’est-à-dire, à celui où l’on a deux 
équations dans lesquelles l’inconnue x ne monte 
qu’au second degré. Il est inutile d’en achever 
ici le calcul , puisqu’il n’auroit de difficulté que 
celle de la longueur. 

X X X I V. 

Si l’inconnue, qu’on veut chasser des deux- 
Ce îeroît la équations proposées, s’y trouvoit élevée à un 
* montoit i degré plus haut que le troisième, on voit bien 
deii^grà^i» q Ue p ar une opération semblable à la précé- 
dente , on led changeroit d’abord en deux autres 
équations d’un degré moindre , et que par ce 
moyen on parvienclroit toujours à chasser en- 
tièrement l’inconnue. ' • * 

# XXXV. 

Si au lieu de deux inconnues on en avoit 
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trois élevées chacune à un degré quelconque , 
il est clair que pourvu qu’on eût trois équa- inconnu», o« 
tions, on parviendroit par la même méthode àw- 

à une équation finale, qui ne contiendroit que 
celle que l’on voudroit de ces trois inconnues; 
car, oubliant d’abord une de ces trois incon- 
nues, deux des trois équations suffiroient pour 
arriver à une seule , qui ne renfermeroit que 
l’inconnue oubliée, et que celle que l’on vou- 
drait des deux autres inconnues. F aisant ensui te 
la même opération avec l’une des deux équa-< 
tions employée dans la première opération et 
la’ troisième équation , on parviendroit à une 
autre équation , entre les deux mêmes in- 
connues, c’est-à-dire, que le problème seroit 
réduit à celui où l’on a deux équations à deux 
inconnues , d’où l’on parviendroit enfin à une 
seule inconnue renfermée dans une équation. 

Si on avoit quatre équations et quatre in- 
connues, on réduiroit de même la question à 
trois équations et trois inconnues, puis à deux 
équations et deux inconnues, puis enfin à une 
seule équation et à une inconnue ; il en seroit 
de même pour un plus grand nombre d’équa- 
tions et d’inconnues. , 


C 3 
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D’ALGEBRE. 

TROISIEME PARTIE. 

Où Von donne quelques principes généraux 
pour les équations de tous les degrés, avec 
la méthode de tirer de ces équations celles 
du premier et du second degré quelles 
peuvent renfermer. 


Si les équations plus élevées que le second 
degré ont présenté de grandes difficultés, 
lorsqu’on a entrepris de les résoudre dans tous 
les cas , il a été du moius assez facile de faire 
sur ces. équations des réflexions générales qui 
poavoieut en faire connoître la nature, et 
servir à les résoudre dans beaucoup de cas 
particuliers. 

Ayant vu , par exemple , que les équations 
du premier degré n’avoient qu’une racine , 
que celles du second en avoient deux, on a 
été porté à croire que celles du troisième eu 
avoient trois, et ainsi de suite, et pour s'as- 
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surer de cette vérité, ou plutôt pour com- 
prendre comment une équation pouvoit avoir 
autant de racines qu’elle a de degrés, on a 
cherché l’inverse du problème qu’on s’étoit 
proposé d’abord , c’est-à-dire , qu’au lieu de 
chercher les racines d’une équation, ©n a cher- 
ché qu’elle seroit l’équation qui auroit pour ses 
racines des quantités données, problème infi- 
niment plus facile Çue le premier. 


Qu’on demande, par exemple,, qn’çUe est de f ^ r ^ re 
l’équation dans laquelle x pourra avoir égale- «ne Equa- 
ment pour valeur ou 2 , ou 6 , qu 5 ; cm n, a qu a moyen de 
former ces trois équations simples , se * , * cinen 

x — 2 = o ; x — 3 — o ‘ x — 5 = o, 
multipliant ensuite les deux premières l’une 
par l’autre , et leur produit par la troisième , 
on a æ 3 — 10 x 2 3t ’x — 3o = o, dans 
laquelle on peut supposer également x = 2 , 
ou = 3 , ou = 5. On voit aisément que cha- 
cune de ces valeurs étant substituée à la place 
de x dans l’équation # 3 — 10 -f- 3i x 

— 3o = o , doit la résoudre, ou , ce qui revient 
au même , en doit faire évanouir tous les 
termes ; car cette équation pouvant s’écrire 

ainsi x 2 X x — 3 X x — 5 = o, cha- 

cune de ses parties étant égalée â zéro, doit, 
à cause qu’elle multiplie toutes les autres, les 
faire évanouir en même-temps : or la sup- 
position de x — 2 , ou = 3 , ou = 5 rend 

C 4 
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toujours zéro l’une des trois parties x — 2 , 
x — - 3 , x - — 5. 

I I. 

Une Equa- , Par cette méthode on voit comment une 
de racines équation peut avoir autant de racines que de 
que de de- degrés; pour traiter la question plus en gé- 
néral, soient a , b c, d, e, les racines d’une 
équation , et partant x—' a =o,x — b — o, 
x c . ~ 0 » x — d •= o, x — e = o y les 
équations simples qui composent l’équation 
dont les racines sont ces quantités. En mul- 
- "ti pliant toutes ces équations les unes par les 
autres, on aura 

QX^-\-<ib — abc x 2 abcd x — 

— b ac — abd -\-abce 
c -\-ad - — abe abde 
d -f -ae — acd -\~acde 
« ~hbc — ace -\-bcde 
-f - bd — a de 
-h-be — bcd 
-hcd — bce' 

-h ce — bde 
H- de — cde 

pour l’équation dans laquelle x peut avoir à- 
la-fois les valeurs données a, b , c, d , e. 

I I I. 

' Propriété H est aisé de tirer de cette équation, ces 
ajfc. remarques générales sur les équations de tous 

tes degré», les degrés. 
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i®. Que le premier terme n’est autre chose 
que l’inconnue élevée à la puissance exprimée 
par le nombre des racines, sans coefficient. 

Que le second terme contient l’inconnue 
élevée à une puissance de moins avec un coef- 
ficient égal à la somme des racines. 

Que dans le troisième, l’inconnue se trouve 
élevée à deux puissances de moins , et a pour 
coëfficient la somme de tous les produits deux 
à deux qu’on peut faire de toutes les racines. 

Que dans le quatrième, on aura de même 
l’inconnue élevée à trois puissances de moins 
avec un coëfficient qui exprime la somme des 
produits de toutes les racines prises trois à 
trois. 

Il sera ainsi des autres termes jusqu’au der- 
nier , qui n’aura aucune puissance de x , mais 
qui sera le produit de toutes les racines les unes 
par les autres. Ces remarques ont servi de base 
en beaucoup de rencontres, soit pour trouver 
les racines des équations proposées , soit dii 
moins pour connoître plusieurs de leurs pro- 
priétés. 

I V. 

On a tiré, par exemple, de ces remarques 
qu’une équation, comme x 5 — 3 x$ 4 x 3 
4 - 7 x — 3 = o manquant de second terme , 
doit avoir nécessairement des racines positives 
et des négatives, de plus, que la somme des 
unes doit être égale à- la somme des autres; 


Dans une 
équation 
sans second 
lerme, la 
somme des 
racines posi- 
tives est éga- 
le i celle des 
négatives, 
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car, sans cette condition, elles 11e se seroient 
pas détruites pour faire évanouir le second 
terme. Ainsi, dans une équation du troisième 
degré , où le second terme manquera, il y aura 
toujours ou une racine négative égale aux deux 
positives , ou une racine positive égale aux 
deux négatives. 

v. 

une Equa- On a tiré encore des mêmes remarques que 
potatüe «er- lorsqu'une équation n’ aura pas de dernier terme, 
Tu moins * il faudra qu’il y ait au moins une racine égale 
une racine £ z ^ ro . ce q U ’ OJ1 âuroit pû reconnoître aussi , 

cgslc à zcïOm / * t ir * 

en faisant attention qu’une équation telle que 
x 3 _f_ 5 x 2 -f- 3 x = o qui manque de terme 
connu peut toujours se diviser par x = o. 

* V I. 

conditions Lorsqu’on voudra retrouver dans une équa- 
server dans tion les propriétés qu on vient dénoncer, on 
üon pour y voit bien qu’il faudra que tous les termes de 
trouver le* cette équation soient du même côté, qu’ils 

propriétés . 1 . . ... ‘ 

précédentes soient ordonnés par rapport a 1 inconnue , et 
que cette inconnue n’ait d’autre coefficient que 
l’unité au premier terme. De plus , que si quel- 
qu’une des puissances de x manque dans l’équa- 
tion , il faudra toujours prendre pour quan- 
tième des autres termes ceux qu’ils auroient , 
si ces puissances ne jnanquoient pas; par exem- 
ple, dans l’équation x 5 — 3 x 3 -±- 4 x — 5 = o, 
le terme 3 x 3 n’est que le troisième, parce 
que le second manqué ; et le terme 4 x est le 
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' cinquième, parce que le quatrième manque. 

Si on vouloit donc appliquer les remarques 
précédentes à une telle équation , on diroit 
que la somme de ces cinq racines est nulle , 
c’est-à-dire , qu’elle a nécessairement des ra- 
cines négatives et des racines positives, et que 
la somme des premières est égale à la somme 
des autres. On diroit encore que la somme des 
produits de toutes les racines deux à deux 
est égale à — 3 ; que la somme de tous les 
produits trois à trois est o, que la somme de * 
tous les produits quatre à quatre est + 4 , 
qu’enfîn le produit de toutes les racines est — 5. 

VII. 

De la propriété qu’a le dernier, terme d’une Méthode 

r . L \ n , pour avoir 

équation d etre égal au produit de tOlitpS les les racines 
racines , on peut tirer une méthode d’avoir 
toutes les racines qui sont commensurables Equation, 
dans une équation, : car elles doivent toutes 
se trouver en tentant la division de l’équation 
par x plus ou moins chacun des diviseurs du 
dernier terme. . , 

Par exemple , qu’on ait l’équation x$—r- 5 x z 
-+- 7 x — 3 — o, les diviseurs du terme — 3 , 
ne pouvant être que — 1 , — 3, - 4 - 1 , - 4 - 3; 
j e tente la division par x — 1 , x 3, x H* 1 , 
x -4- 3 ; elle réussit par x -r - 1 et par x — 3 , 
et je vois que l'équation proposée auroit pû 

s’écrire ainsi x - — i X x — i X x 3 = b , 

i ' 

ce qui m’apprend qu’elle a trois racines, dont 
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l’une est -+- 3, et les autres , toutes deux égales, 
sont chacune -h i. 

Lorsqu’une équation ne pourra se diviser 
par aucune équation simple, composée de x-t- 
ou — quelqu’un des diviseurs du dernier terme, 
on sera sûr que cette équation n’aura aucune 
racine commensurable. 

VIII. 

Il se présente contre cette méthode de trouver 
♦ les racines commensurables, une difficulté qui, 
au premier coup-d’œil , paroît assez considé- 
rable ; c’est que si quelque racine de cette 
équation étoit une fraction, on ne sauroit pas 
comment la trouver parmi les diviseurs du 
dernier terme : parce qu’en admettant des di- 
viseurs fractionnaires dans un nombre, on en 
peut trouver à l’infini. Mais il est aisé de ré- 
pondre à cette difficulté, en faisant remarquer 
E< ^a«n Une que tous les coëfficiens d’une équation étant 
dont tous les des nombres entiers, il est impossible que l’in- 
«onfdèsen- connue ait pour valeur une fraction, .le crois 
tiers . rin- que ceux qui possèdent un peu l’arithmétique 

connue ne > ^ . 1 1 , 

sauroit être des tractions reconnoitroient sans secours la 
une vérité de cette proposition,* mais pour leur 
faciliter les moyens de s’en assurer, prenons 
pour exemple une équation comme x 3 +ax a 
-h b x -f- c = o, dans laquelle a, b, c , sont 
supposés des nombres entiers. Il est évident 
que x étant une fraction, x 3 , x 2 , en seront 
aussi , et que jamais la fraction qui exprime x$ 
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ne pourra se réduire à une qui ait le même 
dominateur que à ? 2 ou son multiple ax*. A 
plus forte raisoq la meme fraction ne pourra 
pas no n plus se réduire au piême dénominateur 
que x, ou son multiple b x. Donc Æ 3 -+- a x 3, 

-f- b x ne pourra jamais faire une fraction plus 
simple que .r 3 qui est irréductible. Donc x 
ne peut jamais être une fraction dans de telles 
équations. 

iXi 

lorsqu’on aura une équation dont les coëf- 
ficiens seront des fractions , on ne pourra pas , 
en la laissant avec ses fractions', trouver parla 
méthode précédente les racines commensu-- 
rables quelle pourroit avoir ; mais on pourra, 
toujours, par une transformation assez simple, 
changer le problème en un autre, où l’équa- 
tion à résoudre n’aura plus de fractions, sans 
donner de coefficient au premier terme. N 

Soit , par exemple , l’équation. ........... Transfor- 

* ' mation par 

X 3 -+- - X 2 -h -î X *4- JL = O laquelle on 

b J S e 


fait éva- 
nouir les 


(on voit qu’une équation d’un degré plus élevé fractions 
n’auroit pas plus de difficulté ) en faisant l’in- îioîT quèi- 
connue x égale à une autre inconnue y divisée ttmque ' ' 
par quelque nombre indéterminé m , je change 
l’équation en une nouvelle - : 


y 3 _i_ «y . ‘y , * 

m 5 bm’ f 9 ' 


ou y 3 H — y‘ 


c m 

~~T 


y H- 


= o. 
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dans laquelle je vois que si m est divisible à la 

lois par 6, par d et parjr; > — — et -y- 

seront des nombres entiers. Or, le problème 
est réduit par-là à quelque chose de bien aisé ; 
car on est au moins sûr de réussir en prenant 
pour m le. produit des nombres b , et si 

ces nombres ne sont pas premiers (i) entr’eux , 
on trouvera aisément un nombre plus petit 
que leur produit qui sera divisible par tous 
les trois. 

X. 

transforma- 6 L’équation étant changée, en une autre, sans 
tion la nié- fraction, on cherchera les racines commensu- 
rleme P s’ap- râbles de cette derniere par la méthode pré- 
IquationV* cédente -, et si elle n’en a pas, on sera sûr que 
fractionnai- ] a première n’en avoit pas non plus, puisque sc, 
suppose commensurable , ne pourra .jamais 
donner unê quantité incommensurable en le 
divisant par le nombre m , qui est commen- 
surable aussi. 

* : x l •" • 

Inconvé- La méthode précédente a cet inconvénient 
méthode U considérable, que lorsqu’il arrive que le der- 
jrécédente. nier terme a Beaucoup de diviseurs, les calculs 
qu’il faut faire pour tenter toutes les divisions 


(i) On appelle en Arithmétique nombres premiers ceux 
qui n’ont point de diviseurs, tels que 5 , ii , 3i , etc. et 
on dit que deux nombres sont premiers entre eux lorsqu'ils 
n’ont aucun commun diviseur , tels sont 21 et 16, it! et: 35. 
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que cette méthode prescrit sont si longs, qu’on 
l’abandonneroit malgré l’avantage infini de 
s’étendre généralement aux équations de tous 
les degrés, dont une ou plusieurs racines sont 
commensurables. C’est ce qui a engagé les plus 
habiles analystes à perfectionner cette mé- 
thode, en trouvant des moyens plus faciles que 
la division pour reconnoître les diviseurs qui 
ne doivent pas réussir. V oici comment on s’y 
est pris* 

XII. 

On a d’abord remarqué que si on faisoit dans Réflexions 
la racine x a d’une équation quelconque , fp^oon- 
ou, ce qui revient au même, dans le diviseur 
x -+- a d’une quantité quelconque,, x égal à 
un nombre donné, le nombre dans lequel se 
changeoit alors la racine devoit être un divi- 
seur de la quantité proposée,- dans laquelle on 
auroit fait x égal au même nombre : c’est-à- 
dire, par exemple, que si on a la quantité 
^3 __ 2 x — 2i dont on sait que x — 3 est 
un diviseur , il arrivera qu’en faisant x — 5 le 
nombre 94 que devient x 3 — 2^ — 21 par 
cette supposition , est nécessairement divisible' 
par le nombre 2 que devient x — 3 par la 
même supposition. 

En partant de-là on a supposé dans la quan- 
tité dont on cherchoit un diviseur, x sucees- . 
sivement égala plusieurs nombres) tels, par 
exemple , que 4- 1 , o , — 1 ; suppositions 
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qui dévoient être faites les premières , parce 
quelles donnent les substitutions les plus fa- 
ciles. Ensuite on a cherché tous les diviseurs 
des nombres dans lesquels la quantité proposée 
se change par ces substitutions , et on a fait ces 
remarques qui se présentoient naturellement 
après la première. 

i°. Que parmi tous les diviseurs du nombre 
venu par la suj>position de x = 4- 1 dans la 
quantité, on devoit trouver le nombre 1 -+- a, 
puisque x -+- a étoit le diviseur cherché. 

2°. Que parmi tous les diviseurs venus par 
la supposition de x — o, qui ne sont autre 
chose que les diviseurs du dernier terme de 
la quantité proposée, devoit être le nombre a. 
, 3°. Que parmi tous les diviseurs du nombre 
venu par la supposition de x = — 1, devoit 
être le nombre — 1 a. 

XIII. 

Or, comme les nombres 1 -f- a, a, — 1 -+- a 
sont nécessairement tels que le premier sur- 
passe le second d’une unité , et que le second 
surpasse le troisième d’une unité aussi, il étoit 
aisé de tirer de-là ce principe , que de tous les 
diviseurs du nombre venu par la supposition 
de x = o , aucun ne pouvoit être le nombre 
demandé a , s’il ne se trouvoit en même-temps 
surpassé de l’unité par quelqu’un des diviseurs 
du nombre venu par la supposition de x — 1 , 
et s’ilnesurpassoit en même-temps d’une unité 

quelqu’un 
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quelqu’un des diviseurs du nombre qu’a donné 
la supposition der — Z. On voit bien qu’un 
tel principe doit faire éviter beaucoup de di- 
visions inutiles dans la recherche des racines 
comrn ensu râbles. 

Si on trouve plusieurs nombres , parmi les 
diviseurs du nombre venu par la supposition 
de x — o, qui ayentles conditions qu’on vient 
de remarquer , on fera ensuite x 2 , et on 
verra si parmi les diviseurs des nombres qui 
viennent alors , on trouve des nombres qui 
surpassent d’une unité ceux qu’a donné la sup- 
position de x *= 1 , et ainsi de suite. 

Au reste , on voit bien que l’examen qu’on 
fait de tous ces diviseurs doit être double , c’est- 
à dire, que chacun d’eux doit être pris aussi- 
bien en — qu’en h-. 

XIV. 

Pour éclaircir cette méthode et pour en fa- 
ciliter l’usage, nous allons en donner quelques 
exemples en faisant Voir l’ordre qu’il laut gar- 
der dans le calcul pour ne s’y point tromper , 
et pour abréger, autant qu’il est possible, la 
peine du calculateur. 

Soit l’équation x 3 — 2 x 2 — i3 x -b 6 = 0 , ^ > ] pl ‘ cati h on 
dont il s’agit de trouver les racines commen- de pr'écé- 0 * 
surables , ou , ce qui revient au même , soit ^«mpie. un 
la quantité x 3 — 2 x z — i3 x -h 6 , dont on 
demande les diviseur à" du premier degré. 

Je commence par 1 écrire ( voyez la table en- 
jointe, case 1 ) l’une sous l’autre les supposi- 
Tome II, D 


\ 
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tions i , o , — i que je veux faire pour x ; 
j’écris ensuite à côté de chacun de ces nombres 
les nombres — 8,-t-6,-t-i6,ou simplement 
8 ,6, 16 (à cause que les signes sont indifférens 
pour les diviseurs ) dans lesquels se change 
successivement la quantité x 3 — 2 x 2 — i3 
x -+- 6 par ces suppositions, et je les sépare des 

S remiers nombres par une barre verticale, 
’écris dans une troisième colonne les nombres 
1 , 2, 4, 8; 1, 2, 3, 6; 1, 2, 4, 8, 16, qui 
sont les diviseurs des nombres précédens ; les 
quatre premiers à côté de 8 dont ils sont les 
diviseurs, les quatre seconds à côté de 6, et les 
cinq derniers à côté de 16. 

Cela posé , pour trouver parmi les diviseurs 
1 , 2,3, 6 , du nombre 6 venu par la suppo- 
sition de .r = o , celui qu’il faut ajouter ou 
retrancher à x pour avoir le diviseur cherché, 
ou plutôt pour exclure de tous ces diviseurs 
ceux qui n’ont pas les conditions requises, je 
. commence par remarquer que 1 qui est le 
premier de ces diviseurs, ne sauroit être admis, 
soit qu’on le prenne en -f- , soit qu’on le prenne 
en — ; car si on le prend en -f- , c’est-à-dire, 
si on regarde x 1 comme le diviseur cher- 
ché, 2 seroit ce que deviendroit ce diviseur 
par la supposition de a: = + 1, et o, ce qu’il 
deviendroit par la supposition de x = — 1 , et 
par conséquent il fàudroit trouver à-la-fois 2 
dans les nombres de la première bande, et o 
dans ceux de la troisième : or, la seconde 
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* j» 

ces conditions n’est pas remplie. Quant à ce 
que — i ne convient pas non plus, c’est-à-dire, 
que x — i n’est pas le diviseur cherché, cela 
se tire de ce que ce diviseur devenant o par la 
supposition de x = -+- i , et — 2 par la sup- 
position de x = — 1 , il faudro't par consé- 
quent trouver o dans les nombres de la pre- 
mière bande, et le nombre 2 dans ceux delà 
troisième. Or , il n’y a que la seconde de ces 
deux conditions qui ait lieu. Je vois ensuite 
que le diviseur 2 est aussi dans le cas d’être 
rejetté , parce que si on le prend en -4- , c’est- 
à-dire , si on regarde x -h 2 comme le diviseur 
cherché , on auroit -4- 3 par la supposition 
de x = 1 , et - 4 - 1 par la supposition de 
x — — 1 , ce qui demanderoit qu’on trouvât 
les nombres 3 dans la première bande, et 1 
dans la troisième : or, la première de ces deux 
conditions ne se trouve pas remplie. Et si l’on 
prenoit 2 en — , c’est - à - dire , qu’on voulût 
que x — 2 fût le diviseur , on auroit alors 
— 1 et — 3 pour les suppositions de x = -h 1 
et de x = — 1 , ce qui demanderoit de trouver 
à-la-fois 1 dans la première bande et 3 dans la 
troisième , conditions dont il n’y a que la pre- 
mière qui ait lieu. 

Ayant exclu 1 et 2 , je prends le diviseur 3 , 
et je vois qu’en le prenant en -f-, c’est-à-dire, 
en regardant x -4- 3 comme le diviseur cher- 
ché , il faudra trouver -+- 4 par la supposition 
dexrs=-4- 1, et -4- 2 par la supposition de 
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x. = — i. Or , je trouve effectivement 4 dans 
la première bande , et 2 dans la troisième. 
Donc -4- 3 a les conditions requises, je l’écris 
alors à la seconde bande, c’est-à-dire, vis-à-vis 
le nombre dont il est diviseur, et j’écris en 
même-tems les nombres -+- 4 et -+- 2 dans les 
bandes supérieures et inférieures; non que ces 
nombres soient à joindre à x pour servir de 
diviseurs à la quantité proposée , mais parce 
que n ayant pas encore achevé l’examen des 
diviseurs , il se pourroit trouver encore d au- 
tres nombres que -h 3 qui auroient les condi- 
tions requises; et qu’il faudroit alors faire de 
nouvelles suppositions pour reconnoître entre 
ces nombres ceux qu’il faudroit encore ex- 
clure. J’examine maintenant si 3 pris en — 
ne pourroit pas réussir aussi bien qu’en , 
c’est-à-dire, si x — 3 ne pourroit pas avoir 
les mêmes conditions pour être diviseur de 
la proposée , il faudroit pour cela trouver 
— 2 et — 4 par les suppositions de x — -+- 1 
er de x = — 1 ; or ces nombres se trouvent 
effectivement; donc jusqu’à présent x — 3 a 
aussi-bien les conditions nécessaires pour être 
diviseur que jr-)-3, j’écris par conséquent 
dans une cinquième colonne verticale — 2 , 
-— 3 , 4. 

Je passe enfin à l’examen de 6 et je vois 
que si je le prends en , il faudroit trou- 
ver -4- 7 et -f- 5 dans les bandes supérieures 
et inférieures, ce qui n arrive pas, et que 
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si je le prends en — je devrois avoir — 5 et — 7 
dans les mêmes bandes, ce qui ne se trouve 
pas non plus. Je conclus donc qu'il n’y a que 
x — 3 et x> -J— 3 qui puissent être des divi- 
seurs commensurables et du premier degré de 
la proposée. 

Pour savoir si l’onest autant fondée à tenter 
la division par x — 3 , que par x -4- 3 ; je re- 
marque que si on faisoit une quatrième bande 
en supposant x — — 2 , on devroit trouver 

— 5 pour le quatrième terme de la colonne 

— 2, — 3 , — 4; et H- 1 pour le quatrième 
terme de la colonne + 4, + 3 , 4- 2; car il 
est clair que le diviseur x — 3 deviendrait 

— 5 par la supposition de x = — 2 , et que 

le diviseur x -4- 3 deviendrait 1 par la même 

supposition. Mais en faisant x — — 2 dans 
la proposée x 3 — 2 x 2 — i 3 x 4- 6, elle 
devient 16 qui n’est pas divisible par 5 , et 
qui l’est par 1. Donc x — 3 ne saurait être 
un diviseur de cette quantité , donc s’il y en 
a un, il ne peut-être que x -4- 3 , ou, ce qui 
revient au même , si ^3 — 2 x 3, — i 3 x - 4 - 6 
a une racine commensurable, elle 11e peut être 
que — 3 . Pour savoir si elle l’a effectivement, 
je divise x 3 — 2 x 2 — i 3 x 4- 6 par x -4- 3 , 
ce qui réussit, et donne pour quotient exact 
XX 5x4-2- 

X V. 

Pour que l’uniformité servit à la clarté dans 
cet exemple , j’ai examiné parmi les diviseurs 

D 3 
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i, 2, 3 , 6 du nombre 6 venu par la supposition 
de x — o, le nombre i comme les autres; 
mais on peut toujours se dispenser de' faire 
aucun examen pour ce nombre*, parce que 
s’il avoit à réussir , soit en -+- , soit en — , 
on l’auroit appris déjà en substituant + i et 
— i à la place de x dans l’équation donnée. 

Dans des nombres aussi simples que 8,6, 
16 , il étoit aisé de ne pas oublier aucun de 
leurs diviseurs , parce que ces nombres en ont 
peu. Mais lorsque l’on a des nombres qui ont 
beaucoup de diviseurs, il faut les chercher avec 
un certain ordre pour les avoir tous. Un seul 
exemple suffira pour faire voir comment cette 
opération doit se faire. 

XVI., 

Maniite Soit proposé de chercher tous les diviseurs 

d’avoir tou* , A T ... 

k* diviseurs du nombre 120. Je commence par tracer une 
dun nombre barre verticale ( voyez la casé 2 , tâble sui- 
vante ) à gauche de ce nombre, puis je mets 
à gauche de cette barre à la hauteur de 120 , 
l’unité comme étant son premier diviseur. 
J’essaye ensuite de diviser 120 par 2, comme 
la division réussit , j’écris 2 , et je le mets à 
gauche de la barre à la même hauteur de 60 
quotient de la division que je mets à la droite 
de la même barre. 

J’essaye encore la division par 2, qui réussit, 
et donne 3 o pour quotient, je mets alors le 
nouveau diviseur 2 sous le premier, et 3 o sous 
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60. Je multiplie en meme-temps le nouveau 
diviseur 2 par celui d’en haut 2 , et je mets le 
produit 4 à gauche du second 2 , comme étant 
un nouveau diviseur du nombre proposé 120. 
La raison de cette multiplication est que si 120 
est divisible par 2, et sa moitié par 2 , il doit 
l’être nécessairement par 4. 

Comme 3 o peut se diviser par 2 , j’écris en- 
core 2 à gauche de la barre et à la quatrième 
ligne , et le quotient i 5 à droite sur la même 
ligne. Je multiplie en même-temps le nou- 
veau diviseur 2 par 4, ce qui me donne 8 
pour un nouveau diviseur du nombre pro- 
posé. Je ne multiplie pas ce nouveau 2 par 
les premiers, parce qu’il en viendroit 4 qui 
est déjà écrit. ; ... ■ . ; . . . 

i 5 ne pouvant se diviser par 2, j’essaye de 
le diviser par 3 , ce qui me réussit et me donne 
5 pour quotient que j’écris à droite dans la 
cinquième ligne aussi bien que le diviseur 3 
que j’écris à gauche ; je multiplie ensuite 3 par 
2 , par 4 et par 8 que je trouve dans les ban- 
des supérieures , et j’écris à gauche du 3 le» 
produits 6, 12, 24, qui sont, comme il est 
évident, des nouveaux diviseurs du nombre 
proposé. 

5 n’ayant plus d’autres diviseur que lui- 
même, je l’écris à gauche de la barre dans la 
cinquième ligne, et je mets en même-temps le 
produit de ce nombre par tous les diviseurs 
précédens 2 , 3 , 4, 6, 8, ra, 24, et j’ai 10, i 5 * 
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20, 3 o, 40, 60, 120, que j’écris dans la même 
ligne à gauche de 5. 

Cela fait, tous les nombres qui sont à gauche 
de la barre, à compter depuis 1 jusqu’à 120 
sont les diviseurs de 120. Il en seroit ainsi des 
autres nombres dont on chercheroit tous les 
diviseurs. 

XVII. 

Autreexem- Soit proposé présentement de chercher les ra- 
thode a?' cines commensurables de l’équation — izx* 

+5^3-61 x*+ 2«-!M= o. 
mensurabie* Ayant écrit dans une première colonne ver- 
ticale 1,0, — 1 ( table suivante , case 3 ) pour 
les valeurs à donner successivement à x; et 
dans une autre colonne verticale les nombres 
i65, 120, 221 qu’on trouve par la substitution 
de ces valeurs dans la quantité a: 5 — 12 a?4 
5 x 3 — 61 x 2 -+- 22 x — 120, je place dans 
une troisième colonne les diviseurs de ces trois 
nombres , ce qui me donne les trois bandes 

1, 3, 5 , 11 , i5, 33, 55, i65, 

1,2, 3,4,5,6,8,10, 12, i5, 20,30,40,60, 120, 
1, i3, 17 , 221 

que je place chacune vis-à-vis du nombre qui 
l’a produite : cela fait parmi les diviseurs de 1 20, 
j’examine en premier lieu , si le nombre 2 a les 
conditions requises, et je vois qu’en le prenant 
en -4- il s’accorde avec les nombres 3 et 1 pris 
en haut et en bas. J’écris donc dans la quatrième 
.colonne verticale -f- 3, -f- 2, + 1. 
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Je vois ensuite que le même nombre .pris en 
« — ne réussit pas, parce qu’il faudroit alors — 3 
en bas , ce qui ne se trouve pas. 

Parcourant ensuite de la même maniéré tou 9 
les autres diviseurs de 120, je trouve encore 
le nombre 12 qui étant pris en — a les con- 
ditions requises , pourvû qu’on prenne en 
— les nombres 11 et i 3 qui sont au-dessus et 
au-dessous. J’écris donc dans une cinquième 
colonne verticale les trois nombres — 1 1 , 
— 12, — i 3 . 

Pour savoir présentement à laquelle des deux 
dernières colonnes je dois m’arrêter, ou plutôt* 
par laquelle des deux quantités æ4-2ouæ — 12 
je dois tenter la division, je remarque que si 
c’étoit la première , il faudroit trouver zéro en 
substituant — 2 pour x dans l’équation, ce qui 
n’arrive pas : donc il n’y a que la division par 
x — 12 à tenter, je la tente, et elle réussit, 
en me donnant pour quotient x 4 -+- 5 x 2 — x 
-h 10. Ainsi -h 12 est une des valeurs de x 
dans l’équation donnée et la seule commen- 
surable. 

XVIII. 


Soit enfin x 6 — 4x 5 + 3 æ 4 — 12 x 3 — 5 x* 
•fiiÆ-t- 36 . Ayant écrit ( case 4, table sui- 
vante ) dans une première colonne verticale les ver les raeî- 
valeurs 1,0, — 1 à donner à x ; dans une se- Ju«bi es 
conde les nombres 3 o , 36 , 40 , dans lesquels la 
quantité proposée se change par ces supposi- 
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t 

tions , çt dans une troisième tous les diviseurs 
1,2, 3, 5 ,6, io , i5, 3o du nombre 3o; les 
diviseurs 1,2, 3 , 4, 6, 9, 12, ï8, 36 du 
nombre 36 ; les diviseurs 1, 2, 4, 5, 8, 10, 
20 , 40 du nombre 40 ; je trouve parmi tous 
ces diviseurs quatre colonnes qui renferment 
les conditions requises, la première , -+• 3 ,-+- 2, 
4 - I, la seconde, — 2, — 3, — 4, la troi- 
sième, — 3 , — 4, — 5, la quatrième, -4- 10, 
9, 8. 

Pour décider alors entre ces quatre colonnes, 
je commence par faire x = 2 , et j’écris 2 au- 
dessus de 1 dans la première colonne, j’écris 
énsuibe dans la seconde colonne 74, nombre 
dans lequel la quantité proposée se change par 
la supposition de x = 2. Cela fait, je vois, 
sans me donner la peine de chercher les divi- 
seurs de ce nombre , que les deux colonnes 
4-3 , 4-2, 4-1, et *+-10,4-9, -4-8, sont à 
rejetter; car si la première avoit lieu, ilfaüdroit 
trouver 4- 4 parmi les diviseurs de 74, ce qui 
n’arrive pas , et si c’étoit la seconde , il faudroit 
trouver 4- 1 1 parmi les mêmes diviseurs , ce 
qui n’arrive pas non plus. 

Je vois , au contraire , que les nombres — r 
ët — 2 que demandent les colonnes — 2 , — 3, 
— 4, et — 3, — 4, — 5 sont des diviseurs de 
74, j’écris donc les nombres — 1 et — 2 au- 
dessus de — 2 et de — 3 dans la seconde et la 
troisième colonne, et je cherche ensuite à ex- 
clure encore une de ces deux colonnes — 1 , 


« 
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*■— 2 , — 3 , — 4 y ^ y ^ 4 y 3 y 

' ce qui devient bien facile , puisque si la pre- 
mière étoit à conserver , il faudroit trouver O 
par la supposition de x — 3, ce qui n’arrive 
pas ; au lieu que — i qui , pour la colonne — 2, 

— 3, — 4, — 5 doit être un diviseur du 
nombre donné dans la supposition de x = 3, 
ne peut pas manquer de l’être. Donc il n’y a 
de colonne à essayer que — x , — 2, — 3, 

— 4 , — 5 , c’est-à-dire , qu’il n’y a de divi- 
seur à tenter que x — 4. J’essaye en effet la 
division de la quantité proposée par x — 4 > 
ce qui réussit et donne pour quotient x 5 -4- 3 *3 

— 5 x — 9. Ainsi Hh 4 est une des deux va- 
leurs de x dans l’équation proposée et la seule 
commensurable. 

X I X. 

Après avoir vû comment on pouvoit tirer 
des équations d’un degré quelconque , les équa- 
tions commensurables du premier qui en 
étoient les racines, il étoit naturel de chercher 
. aussi à en tirer les équations du second degré 
qu’elles pouvoient renfermer: on devoit s’en 
promettre une aussi grande utilité , la solution 
des équations du second degré étant aussi com- 
plette que celle du premier. 

Voici la méthode qu’on a imaginée pour y po J); Iét t h r °^ 
parvenir. Que x x + ix + c = o représente wie*équa- 

VI / . * 1 , . . r „ ttons du se- 

l équation du second degré qui peut etre un cond degré 
des produisans d’une équation, donnée, ou ce conunensu * 
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uoe* Equ*-* qui revient au même, que x x- 3 ^ b x c , soit 

«on donnée j e diviseur cherché d’une quantité donnée; en 
faisant x — o dans ce diviseur, il est clair qu’il 
se réduira au nombre c , et que ce nombre sera 
un des diviseurs du dernier terme de la quan- 
tité donnée. 

Si on fait ensuite x — ~h i dans le diviseur 
x 2 -+- b a -h c, il se changera en i *4- b -f- c 
qui sera un des diviseurs du nombre que Ton 
a en faisant de même dans la proposée x == I. 
Donc si on cherche tous les diviseurs de ce 
nombre, et qu’après les avoir pris tant en -f- 
qu’en — , on en retranche l’unité, ce sera parmi 
tous les nombres , tant positifs que négatifs , que 
l’on aura par cette opération, que devra se 
trouver le nombre égal à b 4- c. 

Si on fait ensuite x = — i tant dans la quan- 
tité proposée, que dans le diviseur x 2 -h b x 
-+-c, qui devient alors i — b -f- c, on voit 
qu’en cherchant tous les diviseurs du nombre 
que devient cette quantité par cette supposi- 
tion, pris tant en — qu’en -f-, on aura parmi 
tous les nombres que ce calcul donnera celui 
qui exprime — b -f- c. 

Or, comme c est moyen arithmétique entre 
b + c et — b c , il s’en suit que parmi les 
trois suites de nombres qu’on aura pour repré- 
senter b -h c, c, — b -f- c, il ne faudra s’ar- 
rêter qu’à ceux qui seront en progression arith- 
métique. Lorsqu’on aura trouvé trois nombres 
• j en progression arithmétique , il est clair que 
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celui qui répondra à la supposition de x — o, 
sera celui qu’il faudra prendre pour c ; et comme 
celui qui répondra à la supposition de x = i 
représentera b -h c, il est clair qu’en retran- 
chant le premier du second, on aura b. Subs- 
tituant ensuite ces deux nombres à la place de 
b et de c dans x 2 -4- b x c , on aura un di- 
viseur à tenter pour la quantité donnée , et le 
seul à essayer si on n’a trouvé qu’une progres- 
sion arithmétique pour toutes les suites des 
nombres qu’ont donné les diviseurs de la quan- 
tité où l’on a fait successivement x = i , o, 
— i. Si on a trouvé plusieurs progressions 
arithmétiques , on se déterminera entre ces 
progressions à-peu-près comme dans le cas des 
diviseurs simples, en faisant de nouvelles sup- 
positions pour x , comme — 2, — 3 , ou -h 2,- 
-4- 3 , etc. . 

Car qu’on suppose, par exemple , x = — 2, 
x = — 3 , etc. dans la quantité proposée, il 
est clair que tous les diviseurs , tant positifs 
que négatifs du nombre que l’on aura alors, 
représenteront la quantité 4 — 2 £ -+- c, ou 
9 — 3 b ç , etc. que devient x 2 -f- b x c , 

lorsque x — — 2,ou.r= — 3 , etc. et que par 
conséquent tous ces mêmes diviseurs dont on 
aura retranché 4,9, etc. représenteront — 2 b 
-f- c, — 3 b -f- c , etc. Or, — 2 b -f - c, — 3 b 
H- c, etc. étant d’autres termes delà progres- 
sion arithmétique b -f- c,c, — b -+-c, on 
n’aura donc plus qu’à chercher parmi les pro- 
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gressions arithmétiques trouvées précédem- 
ment , celle qui se conserve par ces nouvelles 
valeurs de .a? , et s’en servir, comme on vient 
de l’expliquer , pour déterminer les nombres 
b et c. 

x x. 

dVu'métho" Soit, par exemple, la quantité x 5 -4- 3 x 4 
dente. rece * +2Æ 3 + 8a: 2 — 36 x-\~2i f dont on cherche 
un diviseur du second degré. 

Je commence par écrire dans une colonne 
verticale ( table suivante, case 5) les valeurs 
i , o, — i que je veux donner à x. J’écris en- 
suite dans une seconde colonne verticale, les 
nombres i, 21, 65, dans lesquels la quantité 
proposée se change par ces suppositions. 

J’écris de même dans une troisième colonne, 
à côté du premier nombre, son unique divi- 
seur 1; à côté de 21, ses diviseurs 1, 3, 7 , 
21 ; et à côté de 65 ses diviseurs 1, 5, i3, 65. 

Cela fait, j’écris dans une quatrième colonne 
les nombres 1,0,1 quarré de 1 , o , — 1 , écrits 
dans la première colonne et valeurs de x x , 
par conséquent , dans les mêmes suppositions 
de 1,0, — 1. Enfin , je forme une cinquième 
colonne par ces conditions ; 

i°. Que la première bande — 2,0 se forme 
en retranchant 1 de 1 pris en — , et de 1 pris 
en — f-« 

2 0 . Que la seconde bande soit composée des 
nombres — 21, — 7, — 3, — I)4 -i,+ 7 j 
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-+- 21, les mêmes que le diviseurs qui sont 
à côté , mais écrits deux fois , l’une pour le 
signe — , l’autre pour le signe -H « 

3°. Que les nombres de la troisième bande 
soient — 66, — 14, — 6, — 2 , o, ■+• 4 , 
H- 12, -f- 64, dont les premiers — 66, — 14, 
— 6, — 2 soient trouvés en retranchant 1 des 
nombres 65, i3, 5, 1 pris en — , et les autres 
o , 4- 4 , 4- 12, -h 64 en retranchant 1 des 
mêmes nombres 1, 5, i3, 65 pris en 4-* 

Pour déterminer ensuite les progressions 
arithmétiques qui sont dans ces trois suites de 
nombres, je commence par* prendre dans la 
première bande le nombre • — 2 pour le pre- 
mier terme d’une progression, et je prends 
successivement pour seconds tous ceux de la 
seconde bande; je cherche en même-temps 
les troisièmes termes que ces premiers donne- 
roient , et j’examine quels sont ceux de ces 
troisièmes qui se trouvent dans la troisième 
bande : or, — 2 et — 21 doivent donner pour 
troisième terme — 40 qui n’est point dans la 
troisième bande, je rejette donc 21 ; je prends 
alors — * 7 pour le second terme , et comme il 
devroit donner — 12 pour troisième terme , et 
que — 12 n’est pas dans la troisième bande, je 
rejette encore — 7, et de même — 3, parce 
que ce dernier devroit donner — 4 qui ne se 
trouve pas non plus. 

A l’égard de — 1 , comme il donne o pour 
troisième, et que o se trouve dans la troisième 
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bande, j’écris dans la sixième colonne la pro- 
gression — 2, — i,o. De même -f- 1 pris pour 
second 1 , donnant 4 - 4 qui se trouve encore, 
décris la seconde progression — 2 , 4- 1 , 4- 4. 
Et comme 4- 7 et -+- 21 devroient donner 
chacun un troisième terme qui n’est pas dans la 
troisième bande, je les rejette. Les progressions 
qui peuvent commencer par 2, étant déter- 
minées, je passe à celles dont le premier terme 
seroito, et pour les trouver, je prends, ainsi 
que j’ai fait pour 2 , tous les nombres de la 
seconde bande l’^n après l’autre. 

Je vois d’abord que — 21 devroit donner 
pour troisième terme — 42 , qui n’est pas dans 
la troisième bande : je vois ensuite que — 7 
donne — 14 qui se trouve ; ainsi j’écris encore 
la progression o , — 7, — 14. De même — 3 
et — 1 donnant — 6 et — 2 , qui se trouvent 
•aussi , j’écris les progressions o , — 3 , — 6 , 
et o , — 1 , — 2. A l’égard des nombres 4- 1 , 
4 - 7, 4 - 21, ils ne donnent aucun troisième 
terme qui se trouve , ainsi je les rejette. 

Pour voir présentement lesquelles de ces 
progressions il faut encore rejetter, je fais 
x = — 2 , et j’écris — 2 dans la première co- 
lonne ; en observant de mettre en même-temps, 
i°. dans la seconde colonne, 125 que donne 
la quantité proposée par cette valeur de x. 
2°. Dans la troisième les nombres 1 , 5 , 2 . 5 , 
125 , diviseurs de 125 . 3 °. Dans la quatrième 
colonne le nombre 4 quarré de — 2 et valeur 

, de 
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de x x dans cette supposition. 4 0 . Dans la cin- 
quième colonne les nombres — 129, — 29 , 

— 9, 5 que l’on a en retranchant 4 des 

nombres 125 , 25 , 5 , 1, pris en — , et les nom- 
bres — 3, 4- 1 > 4- 21 , 4- 121 que l’on a en 
retranchant 4 des mêmes nombres 1, 5 , 2Ô, 
I2Ô, pris en 

Par ce moyen, je vois que les deux progres- 
sions — 2, 4- 1 , 4- 4, et o, — 7, — 14 , sont 
à rejetter , parce qu’elles devroient donner pour 
quatrième terme 4- 7 et — 21 qui ne se trouvent 
pas dans la quatrième bande. 

Mais les trois progressions — 2, — 1, o; 
o, — 3, — 6 ; o , — 1, — 2, devant donner 
pour quatrièmes termes 4- 1 , — 9 , — 3 qui se 
trouvent dans cette quatrième bande , j’ai besoin 
d’une nouvelle supposition pour exclure au 
moins une de ces trois progressions. 

Je fais donc x =. — 3, ce qui me donne 
147 pour le nombre dans lequel se change la 
quantité proposée par cette supposition. J’écris 
clone 147 dans la seconde colonne, et à côté , 
dans la troisième , ses diviseurs 1 , 3 , 7 , 21, 
49, 147; je mets de même dans la quatrième 
colonne 9 quarré de — 3 , ou la valeur de x x 
dans la nouvelle supposition; enfin j’écris dans 
la cinquième colonne les nombres — 1 56 , 

— 58, — 3o, — 16, — 12, — 10, — 8, — 6, 

— 2, 4- 12, 4- 40, 4- i38, que l’on a en 
retranchant 9 des nombres 1, 3, 7, 21, 49, 
147, pris en — et en 4-. 

Tome II. E 
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Par-là je trouve que les progressions — 2 , 

— i , o , -f- i , et o , — i, — 2, — 3, doivent 
être rejettées, et qu’au contraire il faut con- 
server la progression o , — 3 , — 6, — 9 ; car 
les deux cinquièmes termes des premières pro- 
gressions doivent être 2 et — -4 qui ne se 
trouvent pas dans la cinquième bande , au lieu 
que le cinquième terme de la progression o , 

— 3 , — 6 , 9 est — 12 qui s’y trouve. 

Après avoir réduit toutes les progressions à 

la seule o, — 3, — 6, etc. je prends dans 
• cette progression le nombre — 3 qui , dans la 
sixième colonne , répond à la supposition de 
x = 0 , pour exprimer le terme c du diviseur 
cherché x x b x + c. Je prends ensuite , 
toujours dans la sixième colonne, o qui répond 
à la supposition de x — 1 , et qui, suivant les 
principes précédens , doit être b -+- c ; ainsi re- 
tranchant c ou — 3, de o ou b -f- c, j’ai -+- 3 
pour b , et partant le diviseur cherché x 2 h- b x 
-h c est x x -+- 3 x — 3, s’il y en a un du se- 
cond degré. 

Pour savoir ce qui en est, je divise la quan- 
tité proposée x 5 -4- 3 x 4 -+- 2 x& 8 x 2 — 362: 
-+- 21 par x x -4- 3 2? — 3, et je trouve qu’en 
effet la division est exacte, et donne pour quo- 
tient x% 5 x — 7. 

XXI. 

Autre ao« f 

pUcTtkjVdè Soit présentement la quantité x 4 -f- 6 x 3 
précédente* -1- 1 1 + iox -+- 5, je commence par écrire 
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( table ci- jointe , case 1 ) dans üne première 
colonne verticale les valeurs 2 , 1,0, — 1 , — 2 
que je veux donner à x. J’écris ensuite dans la 
seconde colonne verticale les nombres i33, 33, 
5 ,i , 3 , dans lesquels la quantité se change par 
ces suppositions. 

Dans la troisième , j’écris vis-à-vis de ces 
nombres tous leurs diviseurs. Dans la quatrième 
les valeurs 4,1,0, 1 , 4 , de 2: .r dans les suppo- 
sitions faites pour a; à la première colonne. 

Enfin dans la cinquième colonne j’écris, pour 
la première bande, les nombres — 137, — 23 , 

— 11, — 5 , — 3 > 4- 3 , 4- i 5 , -4- 129 
trouvés en retranchant 4 des nombres 1 33 , 1 9, 
7, 1 pris d’abord en — et ensuite en -4*-. De 
même dans la seconde bande , les nombres 

— 34, — 12, — 4., — 2,0, -4-2, - 4 - 10, - 4 - 32 , 
produits en retranchant 1 des nombres 33 , 11, 
3 , 1 pris d’alford en — , puis en 4-, et ainsi 
des autres bandes. Tous ces nombres écrits, je 
commence par prendre dans la cinquième bande 
de la cinquième colonne, le premier nombre 

— 7 pour servir de premier terme d’une pro- 
gression , et prenant en même-temps — 2 dans 
la quatrième bancte pour servir de second , je 
vois que le troisième devroit être 4- 3 , et qu’il 
ne se trouve pas dans la troisième bandé ; ainsi 
je passe à o qui , en prenant toujours — 7 
pour premier terme, donnerait 4- 7 pour 
troisième terme, et comme 4- 7 n’est pas 
non plus dans la troisième, je conclus qu’il 

* E 2 
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n’y a point dans les nombres de la cinquième 
colonne, de progression qui puisse commencer 
par — y. 

Je prends donc — 5 pour premier terme , 
et je vois qu’en lui donnant — 2 pour second , 
le troisième seroit -+- 1 qui se trouve bien dans 
la troisième bande, mais qui donne pour qua- 
trième terme -h 4, qui n’est pas dans la se- 
conde bande; ainsi je laisse — 2, et je prends 
o pour second terme , ce qui me donne alors 
- 4 * 5 , + io,H-i 5 , pour troisième, quatrième 
et cinquième termes, et comme tous ces nom- 
bres se trouvent dans la troisième, la seconde 
et la première bandes, j’écris dans la sixième 
colonne les nombres i 5 , 10, 5 , o, — 5 . 

. Prenant ensuite — 3 pour premier terme ; 
je vois que ni — 2, ni o ne peuvent lui servir 
de seconds termes, parce que le premier don- 
neroit la progression — 3 , — 2 f — 1,0, H- 1 
dont le dernier terme n’est point dans la pre- 
mière bande; et que le second donneroit la 

Î jrogression — 3 , o, -4- 3 , etc. qui manque dès 
e troisième terme - 1 - 3 qui ne se trouve point 
dans la troisième bande. 

Il ne me reste plus qu’à*prendre — 1 pour 
premier terme, je lui donne d’abord — 2 pour 
second qui ne réussit pas , mais lui donnant 
ensuite o , j’ai pour troisième, quatrième, cin- 
quième termes , les nombres -+- 1 , H- 2 , -f- 3 
qui sont dans la troisième, seconde et pre- 
mière bandes ; j’écris donc dans la sixième 
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eolonne les nombres -f- 3 , -f- 2 , -f- i 
— i. 
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o. 


Gela fait , je ne cherche point à donner de 
nouvelles valeurs à x pour exclure une de 
ces deux progressions, parce que la quantité 
donnée étant du quatrième degré y doit ou 
n’avoir aucun diviseur du second degré , ou 
en avoir deux à-la-fois , ce qui se tire de ce 
qu’aussi-tôt qu’on aura trouvé un diviseur du 
second degré à une quantité 'du quatrième , 
le quotient qui est toujours un diviseur 0» 
même-temps, sera aussi du second degré. ‘ — 

Suivant cette réflexion , jé'prendé iiidiffé-, 
remment l’une ou l’autrè, des deux progres- 
sions précédentes* la première, par exemple, 
dans laquelle 5 étant ce qui répond à la sup- 
position de x = q, et 10 ce qui répond à la 
supposition de x = 1 ; j’ai c 1= 5 et b -j - c 
— 10 , c’est-à-dire , b — 5 ; ITbù lé diviseur 
que donne cette progression' est a; x -f- 5 x 
-f- 5 . Je divise donc la quantité proposée par 
x x -+- 5 x -f- 5 > et je vois que la division réussit 
et donne pour quotient x x -f- x -f- 1 qui 
est le diviseur qu’on trouveroit par l’autre 
progression. ; ‘ 


. . ... x ** . ; , * Méthode 

T . . • , , .. . " P our trou- 

JL0rsqu.1l sera 'question de trouver les divi- ver u* divi- 
seurs d’une équation telle que 6 r 4 — y 3 degré I 
— 21 y 2 H- 3 . y -+- 20 . = o , dont le premier i™ qu a e v< !£ 
terme aura un coefficient qui n’aura pas dis- un coëau 

T7 , o Clrtt. 
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paru , en divisant toute l’équation par ce coef- 
ficient, on pourra se servir des principes précé- 
dens sans être obligé de changer cette équation 
en une autre qui n’ait point de coefficient au 
premier, terme, comme on le pourroit faire par 
la méthode cje l’art IX. 

Pour le faire, voir , examinons d’abord ce 
qui regarde les diviseurs du premier degré. 
Que mx - f- # représente celui qui doit diviser 
une quantité quelconque donnée. Il est clair 
que si on fait & successivement égal à 2, 1, o, 

— 1, — 2, etc. ce. diviseur deviendra , dans 
tous ces cas , ,2 m -+- a, m -t- a , a , — a , 

— 2 m -+- etc. qui sont des quantités, en 

progression arithmétique, {fans lesquelles if est 
aisé de remarquer, .... . . . r . . 

, j, Que la différence m de tous les termes 
est le coefficient de x dans le diviseur; 

. 2 0 . Que.cettè même différence m est un di- 
viseur du coefficient du premier terme dp la 
quantité, proposée ; 

3 °. Que le terme a répondant à la supposi- 
tion de x = o, est la partie délivrée d’o? du 
diviseur^ .... . 

4 0 . Que les mêmes quantités en progression 
arithmétique seront des diviseurs delà quantité 
donnée, dans laquelle^ on aura fait successive- 
ment x égal à 2 , 1 , o , ■**■*-> ' — 2 , etc. -T 

Cela posé, lorsqu’il faudra chercher les di- 
viseurs du premier degré d’une quantité quel- 
conque donnée, pn suivra d’abord le même 
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procédé que ci-dessus pour les trois première» 
colonnes; on cherchera ensuite, parmi tous 
ces nombres , quelque progression dont la 
différence soit un diviseur du coefficient du 
premier terme de la quantité proposée. Enfin , 
pour employer cette progression, on substi- 
tuera dans mx-\- a , à la place de a, le terme 
de la progression qui répondra à la suppo- 
sition de x — o , et à la place de w le nombre 
que Ton aura en retranchant un terme quel- 
conque de la progression, de celui qui est 
au-dessus. 

X X I I h 

Supposons, par exemple, que l’on cherche 
les diviseurs de la quantité 

6 x* — x 3 — 21 x* -+- 3 x 20. 

Je range à l’ordinaire dans la première co- 
lonne les suppositions 2 , 1, o, — 1, — 2, 
à faire pour x. Dans la seconde , les nombres 
3o , 7 , 20 , 3 , 34, que devient successivement 
la quantité donnée par ces suppositions, et 
enfin dans la troisième tous les diviseurs de ce$ 
nombres. 

Cela fait, afin de découvrir parmi tous les 
nombres de la troisième colonne, quelque pro- 
gression qui serve à reconnoître le diviseur 
cherché , je commence par examiner le premier 
nombre 1 de la première bande, et je vois 
d’abord que si on lui donne pour second le 
premier nombre 1 de la seconde bande, la pro- 
gression 1,1, i , ete. qui en vient ne peut 

E 4 . 


Application 
de cette mé- 
thode à u* 
exemple. 
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pas être admise, puisqu’elle ne sauroit repré 
senter le diviseur cherché m x- -+- a qui doit 
varier nécessairement parles différentes valeurs 
de x. Je vois de même que 7 ne sauroit être 
pris pour le second; car le troisième terme que 
produiroit cette supposition seroit i 3 qui ne se 
trouve pas dans la troisième bande. 

Prenant ensuite 1 en — , je vois que 1 de 
la seconde ne lui sauroit servir de second terme, 
parce que le troisième seroit 3 , qui n’est pas 
dans la troisième bande. A l’égard de 7, il est 
inutile de chercher si le troisième terme qu’il 
donneroit se trouve dans la troisième bande , 
puisque la différence de — 1 à 7 est 8, qui 
n’est pas un diviseur du coefficient du premier 
terme de la quantité proposée. Donc 1 , soit 
qu’on le prenne en ri-, ou qu’on le prenne en 
— , est à rejetter. 

Parcourant de la même maniéré tous les 
autres nombres de la première bande, je ne 
trouve que 10 qui puisse avoir les conditions 
convenables. Lui donnant 7 pour second terme, 
il donne la progression 10, 7, 4,1, — 2 
dont la différence est 3 , diviseur du coefficient 
de 6 # 3 . 

Ayant donc écrit cette progression dans la 
quatrième colonne, je prends le terme -f- 4 
qui répond à la supposition de x = o pour 
exprimer la partie a du diviseur cherché , et 
retranchant le même terme -f- 4 du terme su- 
périeur H- 7 qui représente m -Jr a, j’ai -h 3 
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pour exprimer m, c’est-à-dire, que le diviseur 
cherché, s’il doit y en avoir ün, ne peut être 
que 3 x -f- 4 . Je tente donc la division par cette 
quantité, elle réussit, et me donne pour quo- 
tient 2 . x$ — • 3 x 2 — 3 x 5. 

XXIV. 

Examinons présentement les cas où les di- Méthode 
viseurs doivent être du deuxieme degré. Soit f e °, u d 7^ur* 
pris m x 2 -4- b x c pour représenter le *■*•****. 
diviseur cherché d’une quantité donnée; il est dohavoirun 
clair, comme ci-dessus, que le dernier terme c cocffic,eat - 
sera un diviseur du dernier terme de la quantité 
donnée, et que m sera un diviseur du coeffi- 
cient de la plus haute puissance de x dans la 
quantité donnée. 

Choisissant donc d’abord pour représenter 
m un des diviseurs du coefficient du premier 
terme de la quantité donnée , et faisant la même 
opération que dans l’article XIX, à cela près, 
qu’au lieu de retrancher les quarrés 1 6 , 9 , 4 , etc. 
on retranche le produit de ces mêmes quarrés 
par le nombre qu’on aura choisi pour m , on 
trouvera de même b et c. * 

Si le diviseur que l’on a ainsi, en mettant 
dans m x 2 -f- b x -h c , pour m le nombre 
choisi, et pour b, C, 'ceux qui auront été dé- 
terminés d’après ce choix , ne réussit pas , on 
prendra un autre des diviseurs du coefficient 
du premier terme de la quantité donnée pour 
représenter m, et l’on achèvera le calcul de la 
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même maniéré. Si après avoir essayé tous les 
diviseurs du coefficient du premier terme, il 
arrivoit qu’on ne trouvât pas de diviseur par 
cette méthode , on seroit sûr que la quantité 
proposée n’cn devoit point avoir. 

X X V. 

Application Soit pris , pour faire une application de cette 

ihode te à m un méthode, la quantité 4 a; 5 + 16 x* — 22 x 3 
exemple. 14 x % — 56 x -f- 77 dont on demande un 
diviseur du second degré. Ayant d’abord placé 
à l’ordinaire ( table suivante, case 3 ) dans la 
première colonne les nombres 2 , 1 , o , — 1 , 
— 2 , etc. auxquels on égale successivement a;; 
dans I3 seconde, les nombres 117, 5, 77, 
i53, 437 que devient successivement la quan- 
tité proposée par ces- valeurs de j; dans la 
v troisième, tous les diviseurs des nombres delà 
seconde : je commence par chercher, suivant 
les réglés de l’art. XIX , s’il y a quelque diviseur 
du second degré , dont le premier terme ait 
l’unité pour coefficient ; mais n’en trouvant 
point, je suppose que m, c’est-à-dire, le coef- 
ficient du premier terme du diviseur, soit ja 
qui est un des diviseurs du coefficient 4 du 
premier terme de la quantité donnée. 

Je place alors dans la quatrième colonne, 
$u lieu des quarrés des nombres de la pre- 
mière, le produit de^ ces mêmes quarrés par 
2, valeur supposée de m, c’est-à-dire , que j’écris 
dans la quatrième colonne les nombres 8,2, 
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o , 2 , 8. Je retranche ensuite ces nombres de 
tous ceux de la troisième colonne pris en — et • 
en -4- > ce qui me donne pour la première bande 
de la cinquième colonne — 125,^-47,— -21, 

— 17 ? — 11 ? — 9 y ~ 7 y~ 5 -+- i, +- 5 , 

4- 3 i , 4- 109 ; pour la seconde bande — 7, 

— 3 , etc. 

Tous ces nombres écrits, je cherche tou- 
jours, comme ci-devant, des progressions arith- 
métiques parmi tous ces termes , et je ne 
trouve que la progression -t- 5 , — 3 , — il,. 

— 19, — 27 que j’écris dans la sixième colonne : 
cela fait, je prends — 11 répondant £ zéro 
pour exprimer le nombre ç, et retranchant ce 
nombre de — 3 qui est au-dessus , j’ai le reste 
-4- 8 pour exprimer b. Le diviseur qui résulte 
donc de la supposition de m = 2 est 2 x 2 -\~Bx 

— 1 1 ; j’essaye alors la division qui réussit en 

donnant pour quotient 2 x 3 — 7, et sans 
prendre la peine de faire le calcul que deman- 
deroit la supposition de m = 4, je vois qu’il 
ne doit pas réussir , parce qu’il faudroit pour 
cela que le quotient 2 ^3 — 7 pût se décom- 
poser , ce qui est impossible. Ainsi la quantité 
proposée n’a pas d’autre diviseur du second 
degré que 2 x 2, 4^ 8 x ht 11. •• , • 

XXVI. 

f t • , 

• ' - r 

Lorsqu’on cherchera les diviseurs d’une Toute quan- 

. . . ■ -j , tité donnée 

quantité qui ne passera pas le cinquième degré, quine monre 
on pourra toujours les trouver par les m ét ho des degré"! « 
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•piï a de* di- précédentes , car aussi-tôt qu’on se sera assuré 
doit avoir par ces méthodes que cette quantité naura 
rao?n/ifevé P°* nt; de diviseur, ni du premier, ni du second 
*w* ,roir degré, on sera sûr aussi qu’elle n’en aura pas 
du troisième. 

XXVII. 

si ta quan- Mais si la quantité proposé s’élève au sixième 
a u C sixième degré ou au-delà, elle pourroit n’etre décom- 
defi é ° U euê P osa ble qu’en des quantités d’un degré plus 
pourvoit n’a- élevé que le second. La méthode qu’il faudroit 
viseur** que sidvre pour trouver ces diviseurs, est fondée . 
de piuîfde 3 ^P eu 'Près sur les mêmes principes que les pré- 
dimc niions, cédens ; je ne m’arrête point à l’expliquer à 
cause de la longueur des calculs. 

, XXVIII. 

Tout ce que nous venons de dire sur les di- 
viseurs commensurables , ne regarde que les 
équations numériques ; cependant les équations 
littérales pouvantaussi avoir des diviseurs com- 
mensurables, il iàut voir ce que Ton doit faire 
pour les trouver. 

Supposons d’abord que l’équation ne ren- 
ferme qu’une lettre connue avec I’jc, et quo 
cette équation soit ce que l’on appelle homo- 
gène ; c’est-à-dire, que tous ses termes ren- 
ferment , indépendamment des coefficiens nu- 
mériques, le même nombre de facteurs; telle 
seroit l’équation x& — ax* — io a 2 m 6 a3, 
par exemple. On n’aura qu’à substituer l’unité 
à la place de la lettre eonjiue a de cette équa- 
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tion, et chercher ses diviseurs de la même 
maniéré que ci-dessus. Ces diviseurs étant 
trouvés, s’ils sont du premier degré, on re- 
mettra la lettre a à côté du nombre qui sert de 
second terme. Si le diviseur est du second degré, * 
on placera a après le coefficient du second 
terme , et a a après le nombre qui sert de 
troisième terme. 

Soit, par exemple, la quantité x$ \ a x 2 

— 17 a 2 x — après avoir fait a — 1 , 

et trouvé que la quantité æ 3 + 4 x 2 — 17 x 

— 12, qui vient par cette opération , a pour 
diviseur x — 3 , je conclus que x — 3 a est 
un diviseur de la quantité proposée. 

Qu’on ait ensuite 2 i 5 + 5 a x* — 3 « 2 a: 3 

— 8 x 2 — 20 n 4 x -4- 12 a 5 . En supposant 
a = 1 , on aura 2 x 5 - 4 - 5 x 4 — 3 x 3 — 8 x 2 

— 20 x - 4 - 12 qui donne pour diviseur du se- 

cond degré 2 x 2 -h 5 x — 3 . Mettant alors dan$ 
ce diviseur a à côté de 5 , et a a à côté de 3 , 
il vient zx 2 -+- 5 ax — 3 cta pour le diviseur 
du second degré de 2 -4- 5 a x* — 3 a 2 x 3 

— 8 a$ x 2 — 20 oA x — h- 12 a 5 . 

XXIX. 

Dans une équation homogène et qui est af- 
fectée de trois lettres, on pourroit, en suivant 
les mé diodes précédentes, parvenir encore à 
trouver ses diviseurs, tant -du premier degré 
que du second; mais à l’aide de quelques ob- 
servations de calcul qui se présentent assez na- 
turellement, on peut réussir d’une façon un peu 
plus commode. 
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Supposons d’abord que la quantité donnée 
qui renferme trois lettres , a, b , x, dût avoir 
pour diviseur une quantité quin'en renfermât 
que deux , que les lettres âp , et a, par exemple. 
Puisque ce diviseur , quel qu’il soit , pourra , 
sans contenir de b , diviser la quantité donnée 
où b entre , il faut que la valeur de b soit indif- 
férente à la division , et que cette division puisse 
se faire de même lorsque b sera zéro. Donc 
si on fait b — o dans la quantité donnée , il 
faudra que la quantité donnée , par cette sup- 
position ait pour commun diviseur avec la 
quantité entière, le diviseur cherché. La ques- 
tion est donc en ce cas renfermée dans une 
autre , traitée dans la première partie , article 
LXX1II , où l’on a enseigné à trouver le plus 
grand commun diviseur de deux quantités 
données : de sorte que par ce qu’on a enseigné 
dans cet article , on trouvera le diviseur cherché 
de quelque degré #u’il soit, pourvu qu’il n’ait 
que deux lettres. 

XXX. 

Pour montrer l’application de cette méthode , 
soit pris d’abord la quantité# 4 -+- ax 3 -h 2 a* x a 
•4-3a3x-habbx-ha4-i-aabb, dont on 
cherche ün diviseur où les seules lettres a , x 
entrent. * 

En faisant b = o il vient - 4 - a #3 2 a* x 2 

- 4 - 3 a 3 x -f- dont le plus grand commun di- 
viseur avec la quantité entière, ou, ce qui re- 
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vient au même, avec le reste a bbx-^-aabb 9 
est x *-f- a, qui est donc nécessairement un 
diviseur delà quantité donnée, et le plus grand 
qu’elle puisse avoir qui ne contienne pas de b . 

XXXI. 


Soit x 5 — 4 fl x 4 -f- 6 fl fl #3 — a*b #3 Autre 
-+- abb x z Hh 2aab x z — 4 fl 3 — zaabhx exempe ’ 

— 2 «3 b x -h 2 «3 A b ; en faisant Z> = o dans 

cette quantité, on a a; 5 — 4 a # 4 6 a a x% 

— 4 «3 a; 2 dont il faut chercher le plus grand 
commun diviseur avec la quantité proposée , 
ou, ce qui revient au même, avec le reste, 

— a b x 3 -\-ab b x 2 2aab x z — 2 a abb x 

— 2fl 3 b x-{- 2fl 3 b b , c’est-à-dire , le plus grand 
commun diviseur des 'quantités x 3 — 4 a x 2 
-h 6 fl fl x — 4 fl 3 et — x 3 -h b x 2 -j- 2 a x* 

— 2 fl b x — 2 aax-\~zaab. 


Or , s’il y a un diviseur commun entre ces 
deux quantités qui ne contienne pas de b, il 
sera aussi commun aux deux parties — a: 3 
-I- 2 a, x 2, — 2 a 2 x , et b x 2 — 2 « b x -f- 2 fl 2 b 
de la derniere de ces deux quantités; mais le 
diviseur commun de ces deux parties ne peut- 
être que xx — 2 ax -h 2 a 2 , j’examine donc 
s’il divise aussi# 3 — 4 A# 2 - 4 - 6 afl# — 
et comme il le divise en effet , je conclus 
qu’il est le diviseur cherché de la quantité 


proposée. 


XXXII. 


Supposons présentement que la quantité Mé:fcode 
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pourtrouT«r proposée , composée de trois lettres dont on 

le« diviseur* r , r , , f , . , 

de trois îet- cherche les diviseurs, n en ait aucun composé 
pre«i« de- seulement de deux lettres, ou bien que si elle 
s r «- en renferme, on ait commencé par les trouver, 
et les mettre à part. Pour trouver alors les 
diviseurs de trois lettres et du premier degré 
quelle peut avoir, je commence par repré- 
senter ce diviseur par rn x-\-n a-\-pb\m ,n ,p 
étant supposés désigner des nombres. Je re- 
marque ensuite que si on fait successivement, 
a, x, b égaux à zéro dans ce diviseur, on a 
les trois quantités mx*+-pb,na-{-pb>mx 
~b na, telles que les deux termes que chacune 
d’elles renferme , se trouvent répétés dans les 
deux autres quantités, mx-hpb, par exemple r 
donné par la supposition de a — o , est com- 
posé de m x qui se trouve dans m x -h n a 
donné par la supposition de b — o, et dep b 
qui se trouve dans n a-\~p b donné par la sup- 
position de x = o. Je vois en même-temps que 
la somme de ces trois quantités m x-hna , mx 
H- p b , n a -hp b , est le double du diviseur 
entier m x -h n a -h p b. 

Or , comme ces trois quantités sont nécessai- 
rement des diviseurs de celles que l’on auroit 
en faisant les mêmes suppositions de a, x, b 
égaux à zéro , dans la quantité proposée ; on 
tire de-1 à , que pour trouver les diviseurs de 
cette quantité qui ne montent qu’au premier 
degré , et contiennent trois lettres, il faut com- 
mencer par écrire séparément les trois quan- 
tités , 
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tités, dans lesquelles la proposée se change par 
la supposition de n, x } b égaux à zéro ; écrire 
ensuite à côté de chacune de ces nouvelles quan- 
tités tous ses diviseurs du premier degré , et à 
deux lettres. Cela fuit , il faut choisir trois di- 
viseurs parmi ces trois classes de diviseurs à 
deux lettres, en observant les conditions dont 
nous venons de parler , que les deux termes 
dont chacun de ces diviseurs sera composé, se 
trouvent dans les deux autres diviseurs. Ces 
trois diviseurs étant ainsi trouvés, la moitié de 
leur somme sera le diviseur de la quantité "pro- 
posée , si elle en a un. 

Si pour trouver dans un de ces trois divi^ 
seurs de deux, lettres, les deux termes qui 
doivent être la répétition de ceux qui sont 
dans les deux autres , il falloit en changer les 
deux signes à-la-fois; on voit bien que ce chan- 
gement seroit permis, puisqu’en général, une 
quantité qui en divise une autre , la divisera 
encore, si on en change tous les signes. • - 

XXXIII. 

/ Pour montrer l’application de cette mé- d/ p u*m 0 £ 
thode, soit proposée la quantité x x 3 -4- 7 ax z ‘ hode P' écé ' 

07 2 r 2 07 72 * 77 dente a ua 

— obx x — à abx-\- 4 b 10 a b b exemple. 

— 6 b 3 . Ayant d’abord écrit ( voyez la' table 
ci-jointe, case 1 ) dans une colonne verticale 

les trois quantités 10 a b 2 — 6 b 3 , 2 a 3 — 3 bx 2 . - 

-+- 4 b b x — 6 b 3 ; 2 x 3 -t- 7 a x 2 -h 5 a 2 x-, 
dans lesquelles cette quantité se change par la 

Tome IL' ‘ F 


i 
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supposition de x, a, h égaux à zéro, je place 
dans une seconde colonne verticale vis-à-vis 
de chacune de ces trois quantités, leurs divi- 
seurs à deux lettres et du premier degré. La 
première fournit 5 a — 3 b et io d — 6 b ; la 
seconde seulement 2 x — 3 b $ et la troisième 
2 x 5 a. Gela fait, je vois tout de suite que 
si des deux diviseurs 5 a — 3 b , 10 a — 6 b , 
on prend le premier 5 à — 3 ; il aura avec 

les deux diviseurs 2 x — 3 b , 2 x -h 5 a, la 
propriété requise. Car ce premier diviseur 5 a 

'6b contient 5a qui est répété dans le diviseur 
zx-\-5aet — 3 Æqui estrépété dansa x — 3 
de même 2x—^6b contient 2.r qui est répété dans 
2x-h5a , et — ^d&qui est répété dans 5a — 3 b \ 
enfin , 2X -+■ 5a est composé de 2 v et de -f- 5a , 
qui sont répétés dans les deux autres diviseurs 
5 a — 6b, 2 x — 3 b. 

J’ajoute donc, suivant la règle précédente, 
ces trois diviseurs, et j’ai 4 .r — 6 b -+• to a , 
dont la moitié 2x-*-ob-\- 5a est le diviseur 
cherché. En effet, si on tente la division, on 
trouve pour quotient x 2 -\-ax- J~ 2 bb. 

XXXIV. 

Soit proposé maintenant de trouver les di- 
viseurs du premier degré et à trois lettres de 
la quantité ffr 4 — zàx^ — làbxZ — 3 a 2 x % 
— 5 abx 2 — 12 ab 2 x -f -~g a 2 b 2 -4— 1 5 ab 3 . 
Ayant fait successivement x, a, b égaux à 
zéro dans cette quantité, j’ai les trois quantités 
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9 a 2 b 2 -+- i5a£3 , — io&r3 , 8 a ; 4 — 2ax$ 

— ‘Sa 2 x 2 que j’écris ( voyez la case seconde 
de la table ci-jointe ) l’une sous l’autre dans 
une colonne verticale. J’écris dans une autre 
colonne verticale à côté de chacune de ces 
quantités leurs diviseurs du premier degré, et 
à deux lettres ; ceüx de la première sont 
3a -+- 5 b et 9 a-}- ï5Æ; ceux de la seconde 
4 # — 5 b y 8x — 10 b\ et ceux de la troisième 
4x — 3a et 2X-+- a. 

Il n’est pas difficile ensuite de trOüVer que 
les trois diviseurs Sa -f- hb f 400 ■ — 53 , et 
4x — 3a ont les propriétés requises, pourvu 
qu’on prenne le premier 3a-4-55 en changeant 
ses signes, c’est-à-dire, en l’écrivant ainsi 

— 3a — hb\ je mets donc à part ces trois divi- 

seurs dans la quatrième colonne; je les? ajoute, • 
et je prends la moitié dfe la somme, ce qui me 
donne 4 # — 3a - — &b pour le seul diviseur 
cherché, supposé qu’il y eh ait un. Je tente 
la division , et je trouve pour quotieht exact 
2x^-\~ax 2 — Sab 2 . ! * ' 

... * i f . ; 

' ", XXXV. f . \ 

. . V, / . . - . ■ 

Dans ces deux exemples nous ri’avons point 
écrit les diviseurs d’une lettre que donnoient 
chacune des trois quantités de la première co- 
lonne, parce que ces diviseurs n 'auraient ja- 
mais pû être les quantités dans lesquelles le 
diviseur à trois lettres se change par la sup- 
position de x, a, b égaux à zéro, et que 

F a 
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nous avons supposé qu'on s’étoit assuré par 
]a méthode de l’article xxrx, que la quantité 
proposée n’avoit pas de diviseurs à deux let- 
tres. Mais si on a voit des quantités qui eussent 
de ces sortes de diviseurs, et qu’on ne voulut 
pas se servir de la méthode de l’art, xxix. On 
pourroit lqs trouver en même-tems que ceux 
à trois lettres parla même méthode que nous 
venons d’expliquer, pourvû que ces diviseurs 
ne fussent non plus que du premier degré. 

Troisième Soit par exemple la quantité i6x 3 -+- 1 6bxx 
f’on" 1 trouve — 48axx -+- 35aax — 1 6abx — 6« 3 H- 3a 2 /). 

Ayant écrit dans une première colonne ( voyez 
très enmê- la case 3 de la table ci-jointe ) les trois quan- 
ceuLTS tités — 6a3 + 3a 1 b, i6x* -+- 1 6bxx, i6x* 
— 48axx-±-3ba 2 x — 6« 3 ,dans lesquelles cette 
# quantité se change par la supposition de x , 
a y b égaux à zéro» J’écris dans la seconde 
colonne , et: à la première bande , a , 3« , 

— 2a b , — j- 6a -4- 36 diviseurs du premier 
degré et à une ou deux lettres de la quantité 

— 6« 3 -t- 3a b. De même , dans la seconde 
bande, j’écris les diviseurs x , 2x , 4a’, 8a: , 
i6x ; x b, 2x-\-2 b, 4x4-4 b, 8-r-+- 8b, i6x 
-+- 16b, de la seconde quantité 1 6a; 3 -f- 1 6bxx: 
et dans la troisième bande, a — 4X, 3 a — 4X, 
x — 2 a diviseurs de la troisième quantité 
16a 3 — 4.8a4;x-\~35a 2 x — 6« 3 . 

Cela fait , à cause du grand nombre de ces 
divise.urs, il faut plus d’attention que dans les 
exemples précédens pour n’en laisser aucun 
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qui puisse avoir les conditions requises. Quant 
à l’ordre qu’on doit suivre il est à-peu-près le 
même que celui qu’on a suivi dans les di- 
viseurs numériques. Il faut donc comparer 
le premier de la première bande avec tous 
ceux des autres bandes , et faire ensuite la 
même opération pour chacun des autres divi- 
seurs de la première bande. Je vois d’abord 
que si a fait partie d’un diviseur de la quan- 
tité, ce ne peut être qu’un diviseur qui ne 
contienne que a et x parce que, s*il ÿ avoit 
un terme qui contînt b , ce diviseur ne sè 
seroitpas réduit à a par la supposition* de .r=o. 
Ainsi je n’ai à choisir , dans ce cas, que parmi 
les cinq premiers diviseurs ari 2x, 4 sc, &r, iôæt. 
Or, comme de tous ces diviseurs il n’y a 
que 4-r qui soit répété dans la troisième, 

( pourvu que ce diviseur 4.V soit affecté du si- 
gne — ) , et qu’en même-t Jros de tous les di- 
viseurs de la troisième bande, il n’y a que le 
premier a — 437 qui renferme le même terme 
a de la première bande; je conclus que si a 
fqit partie d’un diviseur, il faut que ce diviseur 
soit a — 437, je l’écris donc à part. Je passe 
alors à 3 a , et comme je le trouvé répété 
dans le diviseur 3 a — 437 de la troisième bande, 
et que l’autre terme 43? du même diviseur 
se trouve être un des diviseurs de la seconde 
bande, en changeant le signe de ce diviseur', 
je conclus que 3 a — 437 peut être encore un 
diviseur de la quantité proposée, et je le mets 
à part afin de l’essayer.. 1 *' F 3 ‘ 
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Quant à — 2a -f- b on voit d’abord qu’il ne 
peut pas seul être un diviseur de la quantité 
proposée, parce qu’il faudroit pour cela que 
parmi les diviseurs de i 6 .r 3 i6bxx, on eut 
. le terme b que deviendroit — 2a -f- b par la 
supposition de a = o. Reste donc à savoir 
s’il ne feroit pas partie d’un diviseur où x 
entreroit. Pour m’en assurer, je commence 
par remarquer que de tous les diviseurs de 
la seconde bande il n’y a que x-\ -b avec le- 
quel on puisse le comparer, parce que c’est 
le seul diviseur qui ait le terme -+- q de 
commun avec lui. Je vois aussi qu’il n’y 
a que x — 2 a de la troisième bande avec le- 
quel je puisse comparer le même diviseur 

— 2a -4- b y parce qu’il n’y a que lui qui con- 
tienne le terme — 2a. Je remarque enfin que 
de même que les deux termes du diviseur. . 

— 2a 4- b sont répétés dans les deux autres di- 

viseu rs x b , x — za, le diviseur x H- b a aussi 

ses deux tçrmes répétés dans les deux autres 

— 2a-\-b, x — 2 a y et réciproquement que 
les deux termes du diviseur x — 2 a sont ré- 
pétés dans les deux autres x-\ -b, — $a-\-b. 
De-là je conclus que les trois diviseurs — 2a-t-b, 
x-^b, x — 2a ont les conditions nécessaires 
pour former un diviseur. Je les ajoute donc, 
et je mets à part la moitié x — ïa~\-b de 
leur somme pour un diviseur à tenter. Mais 
avant d’en faire le calcul , j’examine ce que peut 
me. donner le diviseur — 6a q- àb/, je vois 
tout de suit.e qu’il n’y a aucun de ses deux ter- 
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mes qui soit répété parmi les diviseurs des 
autres bandes, et qu’ainsi il faut les rejette r. 

Par cet examen, on trouve dyne les trois 
diviseurs a — 4 x , 3 a — 4X , oç — 2 a b à 
essayer; je tente la division par le dernier, 
elle réussit, et me donne pour quotient 3 aa 
— 16 ax i 6xx, que je divise ensuite par 
3 a — ,43;. La division réussit, encore, et me 
donne pour quotient le premier diviseur 
a — 4«r. Ainsi la quantité proposée étoit le 
produit de ces trois diviseurs. 


XXXVI. . 

Si la quantité proposée n’a point de divi- Méthode 
seur du premier degré, et qu’on veuille exami- £°" Mdi ° v “r 
nersi elle n’en a point du second, on y par- seur* du se- 
viendra assez facilement à l’aide de quelques 
observations analogues à celles sur lesquelles ’iewes. t 
la méthode précédente est fondée. Soit pris 
rnxx -4- nax -f- pbx -\-qa 2 -\- rab-\- sbb pour re- 
présenter le diviseur cherché du second de- 
gré ,• faisant successivement x=o, a — o y 
b = o, dans ce diviseur, j’ai les trois quantité^ 
qa 2 -f- rab -4- sbb 
mx z -\-pbx sbb 
mx 2, -\-nax-\r-qo 2 

qui sont toutes trois des diviseurs de celle 
que devient la proposée , l’orsqu’on y fait 
successivement les mêmes suppositions de 
x , a , b égaux à zéro. De plus, chacun de ces 
diviseurs est toujours tel, que les termes af- 

F 4 
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fectés de lettres quarrées sont toujours répé- 
tés dans les deux autres diviseurs, tandis que 
les termes qui contiennent un produit de deux ' 
lettres, sont toujours les seuls de leur espèce. 
Voilà donc des conditions pour examiner 
les trois classes de diviseurs de deux lettres 
et du second degré qu’on tirera d’une 
quantité proposée,' ainsi quand on en aura 
trouvé trois qui rempliront ces conditions , 
on n’aura qu’à les ajouter, prendre ensuite la 
moitié de tous les termes affectés de quarrés, 
et laisser en entier ceux qui n’en contien- 
. ( dront pas, 

. XXXVII. 

•• » 

Appiica- Pour montrer l’application de cette métho- 
îî>éthode e ”i de so ^ quantité, .r 5 — ^ ax 4 — 5a 2 x3-\-qb 2 x$ 

un exemple. <?3 x 2 . — \^ab 2 X 2 -+- 3 X — a*X— b 2 , 

laquelle n’a aucun diviseur du premier degré, 
et dont on cherche quelque diviseur du se- 
cond. 

" On reprendra d’abord ( voyez la pre- 
mière case de la table ci-jointe ) les trois quan- 
tités — 3a3b 2 , x^-\-^f) 2 x^-\-2>b^x\ x 5 — 4 ax* 
— 5 a 2 x 3 — a$x 2 — a*x qu’on n’aura pas man- 
qué de tirer de cette quantité, en faisant suc- 
cessivement x, a , b égaux à zéro, lorsqu’on 
aura voulu s’assurer qu’elle n’avoit point de 
diviseurs du premier degré. On mettra ensuite 
à côté de ces quantités leurs diviseurs du se- 
cond degré; la première fournissant a 2 , ab , 
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b T , 3 a 2 y 3 ab, 2 >bb\ la seconde x 2 ■+■ 3 b 2 , 
x 2 -4 -b 2 ; la troisième seulement x 2 -hax. Dans 
cètte méthode on ne sauroit rejetter les divi- 
seurs qui n’ont qu’un terme, quand même 
on se seroit assuré que la quantité proposée 
n’a aucun diviseur à deux lettres , parce 
qu’un diviseur à trois termes et du second de- 
gré , peut se réduire à un seul terme par la 
supposition de l’une des lettres égale à zéro. 

Il s’agit présentement d’examiner tous les 
diviseurs de la première bande ; je vois d’a- 
bord que le premier a 2 est à rejetter, parce 
que ce quarré ne se trouve point répété 
dans les autres bandes. Je passe ensuite à ab, 
et de ce que ce diviseur ne contient aucun 
terme affecté de aa et de bb , je conclus que 
le diviseur dont il pourroit faire partie, ne 
peut avoir , outre ce terme que des xx , des 
ux , et des bx m , et comme cette raison exclut 
la comparaison qu’on pourroit faire de ab 
ivec les diviseurs x 2 -4- 3 b 2 , x 2 -b 2 s’en- 
mit que si ab doit faire partie d’un divisèur 
le la proposée, ce diviseur ne peut être que 
te -4- ax H- ba • mais je vois en même tems 
jue xx -h ax-\-Jba ne sauroit être un divi- 
eur de la proposée , puisqu’il deviendroit 
seulement xx par la supposition de a=o, et 
|ue xx n’est point un des diviseurs de la se- 
onde bande. L)onc le diviseur ab est encore 
rejetter. 

Quant au diviseur bb , je le trouve répété 
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dans le diviseur x 2 -b 2 de la seconde bande , 
et trouvant que le même diviseur x 2 b 2 , 
a x 2 de commun avec le diviseur de la troi- 
sième bande, je conclus que x 2 -\-b 2 -\-ax a 
les conditions requises pour tenter la divi- 
sion. Mais avant de l’entreprendre je passe 
aux autres diviseurs de la première bande, 
et je vois d’abord que 3aa, et 3 ah sont à 
rejetter par la même raison que a 2 et ab\ 
je vois ensuite que 3 hb étant répété dans le 
diviseur x 2 -h 3b 2 et x 2 dans xx ax , il 
s’ensuit que xx -\-3bb ax a aussi les con- 
ditions requises pour tenter la division ; j’es- 
saye alors ces deux divisions , et je trouve 
que la seconde seule réussit. lie quotient qu’elle 
donne est x% — 5 ax 2 -\-b 2 x — «3. 

Au lieu de parcourir tous les diviseurs de 
la première bande, on auroit pû examiner le 
seul que la derniere bande contient, et trouver 
bien plutôt que x 2 + ax -4- b 2 et x 2 ax 
-+- 3 b 2 étoient les seuls diviseurs à tenter. 
Car , remarquant alors que le diviseur x 2 
-hax contient x 2 qui est répété dans x z 
H-3 b 2 et x 2 -hb 2 , et que ces deux derniers 
contiennent l’un 3 b 2 et l’autre b 2 qui sont cha- 
cun dans les diviseurs de la première bande , il 
étoit facile d’en conclure que x 2 -hax-h b 2 et 
x 2 -4- ax-\-3b 2 ont les conditions requises et 
qu’ils sont les seuls* puisque, s’il y en avoit 
d’autres, ou bien ils auroient donné d’autres 
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quantités que xx-+~ax par la supposition de 
b — o, ou bien d’autres quantités que x 2 -+- 3 b 2, 
et x 2 -hb 2 par la supposition de a — o. 

XXXVIII. 

1 * • , ; 

• . ^ / 

Qu’on ait présentement à chercher les di- 
viseurs de la quantité 2X 5 3ax*-hb 2 x& 
— • a 2 x 3 -h^ab 2 x 2 -h6a 2 b 2 x-h 2ab 4 — 2 a^b 2 , 
soit du premier degré , soit du second, soit à 
deux lettres, soit à trois, 

2ab 4 — 2a& b 2 , 2x$- J rb 2 x % , et 2 .r 5 -+- 3 Ær 4 
— a 2 x 3 étant les quantités que donne, dans 
la proposée, la supposition de x, a, b, égaux 
à zéro, il faut d’abord ranger vis-à-vis de 
chacune de ces quantités tous les diviseurs 
qu’elles peuvent avoir tant du premier degré 
que du second. Comme la première de ces trois 
quantités en a un assez grand nombre, on doit, 
dans la crainte d’en omettre quelqu’un, les 
chercher tous avec le même ordre que nous 
avons suivi pour les diviseurs numériques. 

Ayant écrit ( voyez la seconde case de la 
table ci-jointe ) cette première quantité 2 
— 2a$bb à part avec une barre à sa gauche , 
etàgauche de cette barre l’unité, comme pre- 
mier diviseur de la, quantité , je pose 2 au-des- 
sous de 1 , parce que c’est après i le diviseur 
Je plus simple que puisse avoir cette quantité, 
et j’écris à droite de la même barre ab 4 — tr$b 2 . 
Je divise en suite, cette quantité par#, et j’écris 


Autre exem- 
ple. 


Applic ation 
de la métho- 
de donnée 
Art. xiv. 
pour trou- 
ver tous les 
diviseurs 
d’un nom- 
bre , aux 

quantités 

littérales. 
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a à gauche de la barre , en mettant en même- 
tems à droite le quotient b 4 — a 2 b 2 ; je mul- 
tiplie alors a par 2, ce qui me donne 2 a 
que j’écris à gauche de a comme un nouveau 
diviseur delà quantité; puis je divise — a 2 b 2 , 
par b, et j’écris le diviseur b à gauche , et le 
quotient b 3 — a 2 b à droite. Enfin je multiplie 
b, par 2 , par a, par 2a; et je mets à gauche de 
b , les produits , 2 b, ab , 2ab comme de nou- 
veaux diviseurs de la quantité. 

La quantité étant réduite à Z»- 3 — a 2 b , je la 
divise encore par b , que j’écris toujours à gau- 
che, ainsi que le quotient bb — aa à droite ; 
je ne multiplie point ensuite b par 2, ni par a , 
ni par 2a , parce que cela donneroit des divi- 
seurs que j’ai déjà eu; mais je le multiplie par 
b et par 2b , ce qui me donne les nouveaux di- 
viseurs du second degré bb et 2 bb\ si j’en 
voulois admettre du troisième, ainsi que cela 
peut être nécessaire dans d’autres occasions, je 
multiplierois, outre cela, b par ab et 2 ab. 

Après avoir réduit la quantité à bb — aa y 
je vois qu’elle est divisible par b — a, et que 
le quotient est b H- a ; j’écris donc l’un à gauche 
et l’autre à droite, et je multiplie b — a par 
2 , par a , par b , par 2a , et par 2b , ce qui 
mç donne pour nouveaux diviseurs du pre- 
mier et du second degré, 2 b — 2 a, b a — aa 9 
bb — ab, 2ab—2aa, 2 bb — 2 ab. Si j’en avois 
voulu du troisième et du quatrième degré, 
j’aurois , outre cela , multiplié b — a par 
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ab , 2ab, abb , 2abb. La quantité restante b-\~a 
n’ayant plus d’autre diviseur qu’elle-même , je 
l’écris à gauche , et je la multiplie par 2 , par a , 
par b, par2&, 2a, b~ a, 2b — 2 ce qui me 
donne les nouveaux diviseurs du premier et du 
second degré, 2b-\-2a, ba-\-aa, 2ba-+-2aa, 
bb-hab, 2bb-t-2ab y bb — aa, 2bb — 2aa. Si 
j’en avois voulu admettre des troisième , qua- 
trième et cinquième degrés , c’est-à-dire, tous 
les diviseurs que la quantité proposée pouvoit 
avoir , j’aurois multiplié , outre cela ,b-\-a par 
ab , 2 ab, bb , 2 bb , abb , 2abb, ba — aa, 2 ba 
— 2aa , bb \ — ab , 2 bb — 2ab , abb — aab , 2abb 
— 2a st b, b^ — ab 2 , 2 b 3 — 2ab 2 ,ab% — a 2 b 2 , 
2 ab 3 — 2a 2 b 2 * 

Cela fait, j’écris (V oyez la troisième Case de 
laTable ci-jointe) tous les diviseurs du premier 
et du second degré a , 2a , b , 2b , b — a , 2 b — 2 a, 
b-\~a, 26-4 -2a,ab, 2ab , b 3, , 2b 2 , ab — aa, 
2 ba — 1 aa, bb — ab , 2 bb — 2 ab, ba-\-aa^ 
2ba-\-2aa, bb~\~ba, 2664- 2ab , b 2 — a 2 , 
2 b 2 — 2a 2 à côté de la quantité 2ab 4 — 2 a. 3 b 2 
qui les a donnés. J’écris ensuite à, côté de la 
quantité 2x 5 -\-b 2 x^ , les diviseurs du premier 
et du second degré x , x 2 , 2x 2 -h bb, et à côté 
de la quantité 2x s -4- 7 >ax^ — a 2 x 3 T ses divi- 
seurs du premier et du second degré x, x 2 , 
2 xx~j- 3 ax — aa. . ? . 

Parcourant après tous ces diviseurs pour sa- 
voir ceux qui peuvent être admis , je remarque? 
bientôt qu’il n’y eu a aucun du premier degré. 
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Car ne trouvant que x dans la seconde et la 
troisième bande qui soit du premier degré , je 
conclus qu’il doit être le seul diviseur du pre- 
mier degré , s’il y en peut avoir; puisque si le 
diviseur du premier degré renfermoit, ou un 
terme affecté de a, ou un affecté de b , celui 
qui auroit été affecté de a, seroit resté dans 
les diviseurs donnés par la supposition de £=o, 
et que celui qui auroit été affecté de b seroit 
resté dans les diviseurs donnés par la suppo- 
sition de a=o. Mais x n’est point un diviseur 
de la quantité proposée ; donc il n’y en a point 
du second degré. Je viens ensuiteaux diviseurs 
du second degré, et je commence par x 2 que je 
prends dans la troisième bande,- je conclus que, 
s’il fait partie d’un diviseur, il ne peut lui man- 
quer qu’un terme affecté du produit ab. En 
effet, s’il y en avoit eu qui fussent affectés de 
aa, de bb -, de ax ou de bx , ceux qui auroient 
été affectés de b b ou de bx, n’auroient pas dis- 
paru par la supposition de a—o, et ceux qui 
auroient été affectés de aa ou de ax, ne se se- 
raient pas évanouis par la supposition de b=o. 
Mais je trouve dans la première bande ab et 
2ab ; donc xx-\-ab, xx-+-2 ab,xx- — ab,acx 
— 2ab, sont des diviseurs à tenter. 

Je passe ensuite au diviseur 2x 2 -\-?>ax — aa, 
et je trouve le terme 2x 2 répété dans le divi- 
seur supérieur 2xx~\-M), je trouve en même 
tems le terme — aa répété dans plusieurs divi- 
seurs qui sont au-dessus : mais de tous les divi- 
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seurs où il est répété, il n’y a que bb — aa 
qui ait en même tems le terme bb que contient 
le diviseur 2 xx-\-bb. Ainsi ce n’est qu’avec 
2 , xx -+■ bb et bb — aa que 2x 2 -f- 3 ax — aa 
peut concourir, à former un diviseur qui ait les 
conditions requises , et ce diviseur qui est 
2,x 2 -i-3 ax — aa-h bb, est, par conséquent, 
à tenter. Je vois qu’il n’y en a plus d’autre à 
chercher, parce que s’il pouvoit y en avoir un 
qui n’eût pas été découvert dans l’examen qu’on 
vient de faire des diviseurs de la troisième 
î^nde, il faudroit qife ce fut un seul terme 
affecté de ab : or , on voit tout de suite que la 
quantité n’a point de diviseur de cette nature. 

J e tente alors la division par 2 xx 3 ax 
— aa b b , elle réussit, et me donne pour 

quotient x 3 + zabb qui m’apprend qu’aucune 
des quantités xx-\-ab , xx — ab , xx zab, 
xx — iab , ne peut diviser la proposée. 

XXXIX. • » ' 

Si la quantité proposée étoit d’un degré plus 
élevé que le cinquième , et qù’après s’être as- 
suré quelle n’a aucun diviseur ^ ni du premier, 
ni du second degré , on voulût chercher ceux 
du troisième , quatrième , etc. degré qu’elle 
pourroit avoir , on suivroit pour cela une mé- 
thode analogue à celles qu’on vient d’expliquer, 
et qu’il est assez facile d’imaginer. 

Si la quantité dont on cherche les diviseurs 
renfermoit plus de trois lettres, la méthode 
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qu’il faudroit suivre pour les trouver, seroit, à 
très-peu de chose près , la même que lorsqu’il 
n’y en a que trois ; ainsi nous laisserons les Com- 
mençons s’y exercer. 


X L. 

Ce qu’il faut Lorsqu’on aura une quantité dont tous les 

faire pour termes ne sont pas homogènes , c’est-à-dire, éle- 
diviseursdes ves au meme degré , on n aura qu à commencer 
«uf M té *ont P ar mettre tousses termes au même degré, à 
pas homo- l’aide d’une nouvelle lettre , et chercher les di- 
viseurs de cette nou velle^juan tité par les réglés 
précédentes. Ces diviseurs trouvés, on en chas- 
sera la nouvelle lettre introduite, en la suppo- 
sant égale à l’uni té, et l’on aura par ce moyen les 
diviseurs cherchés. Que j’aie, par exemple, la 
quantité x 6 bx 5 — bx* -\-x 2 -bbx — b •, je 
multiplie le terme bx * par a , afin de le ren- 
dre du sixième degré. Par la même raison, je 
multiplie x 2 par a * , bx par a * , et b par a 5 ; 
ce qui me donne la quantité x 6 -4- bx 5 — àbx* 
H- a*xx-ha*bx — a 5 b, laquelle, au moyen 
des méthodes précédentes, se trouve être le 
produit de xx — ab -+- bx par a; 4 -+- a*. Je 
suppose a=i dans ces deux produisans, ce qui 
me donne xx — b -+- bx , et a: 4 -+-l pour les 
deux produisans de la quantité proposée 
x& -+- bx$ — bx* -hx 2 -hbx — b. 

X L I. 

Il y a des cas où les diviseurs se trouvent 
plus facilement qu’en suivant les méthodes 

précédentes 
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précédentes , lorsqu’on a un peu d’habitude 
dans le calcul. Voici un de ces cas sur lequel 
il est bon de prévenir les comraençans. 

Lorsque quelqu’une des lettres de la quan- 
tité proposée ne montera qu’au premier degré, 
il est aisé de voir qu’il ne peut y avoir qu’un des 
diviseurs de cette quantité qui contienne cette 
lettre. Donc il y aura au moins un diviseur qui 
ne la contiendra pas, et alors, suivant la mé- 
thode de l’art. XXIX, pour trouver cê divi- 
seur, il faudra chercher le plus grand cqjnmun 
diviseur des termes où cette lettre se trouve, 
et des autres termes dans lesquels cette lettre 
ne se trouve pas. 

Soit, par exemple, la quantité x 4 — 8ax 3 
— 8a 2 x 2 H- i8a 3 x ex 3 — acxx — 8 a 2 ex 
+ 6û 3 c — 8a* ; je cherche le plus grand com- 
mun diviseur des deux parties ex 3 — ac <x 
— 8aacx-\~6a 3 c f et x 4 — 3.r 3 — 8a 2 x 2 -h 1 8 a 3 x 
— 8a 4 de cette quantité, l’une contenant la 
lettre c, l’autre n’en contenant point , je trouve 
pour ce plus grand diviseur commun xx-t- 2 ax 
— 2 aa ; c’est en effet le diviseur cherché de la 
quantité proposée. 


» 


Tome IL 



Cas où le 
diviseur se ^ 
trouve plus " 
facilement 
que par les 
méthodes 
précédentes, 
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QUATRIEME PARTIE. 

Résolution des équations des degrés quel- 
conques lorsqu'elles n ont que deux termes , 
ou lorsqu en ayant trois , elles peuvent se 
réduÿe à celles qui rien ont que, deux, par 
la méthode des opérations du deuxième 
degré ; avec differentes opérations relatives 
aux équations ; , comme Vélévation des 
puissances , V extraction des racines , la 
. réduction des quantités radicales , etc. 


Après avoir VU comment on tiroit d’une 
équation quipassoit le second degré, celles du 
premier et du second degré qu’elle pouvoit 
renfermer, il faut voir ce qu’on a fait pour 
résoudre les équations qui échappent à cette 
méthode. 

I. 

Des équa- Pour aller du plus simple au plus composé, 
s'eme d dégTé n0us commencerons par les équations gui ne 
à deux ter- contiennent que deux termes : supposons 

incSi . - - 

d abord qu’elles ne montent quau troisième 
degré, comme ax^=b. 
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Pour résoudre ces équations, il est bien aisé 
d’imaginer de délivrer d’abord x 3 de son 
coefficient, et de prendre la racine cube des 
deux membres. Le caractère qu’on emploie Onmetua 
pour exprimer la racine cube , est le même 
que celui dont on se sert dans la racine P our lît ex P r i' 
quarrée; mais l’on met 3 au-dessus pour le, ne cube, 
distinguer. >. 

Ainsi, pour exprimer la valeur dç, 4; qu’on 
tire de l’équation ax 3 = frfouj; 3 ~ y on 

écrit = . Si par exemple, b == 1000, 

3 _ 

et a=z2 f onsiX = V r 5oo. 


1 1 . : 

Il faut observer qu’on n’a pas ici, comme Leî raii< . 
dans les racines quarrées , la liberté de mettre caux cube » 

1 7i • j • ■ • , ne peuvent 

H- ou — devant le signe radical ; mais qu au avoir qu'un 
contraire, la racine*cube d’une quantité est u 
toujours de même signe que la quantité elle- 
même, à cause que le cube d’une quantité po- 
sitive est positif, et que celui d’une quantité 
négative est négatif. 

III. 

Cette résolution fournit assez naturellement 
une réflexion qui paroît contredire celles 
qu’on a faites précédemment sur les nombres 
des racines des équations. Car , un cube 
n’ayant qu’une racine, et cette racine n’ayant 
qu’un signe, il ne paroît pas qu’une équation 

G 2 
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telle que a x 3 — b donne plus d’une valeiir 
de x\ cependant, suivant ce qu’on a vu ci- 
dessus , on devroit s’attendre à trouver trois 
racines dans une équation du troisième de- 
gré , de même que deux dans une du second. 

Que conclure de cette réflexion? Aban- 
donnera-t-on ce principe si satisfaisant par sa 
généralité, et qui suit naturellement de la 
formation des équations , exposée dans la III». 
partie, article II? Vôici le dénouement de 
cette difficulté, tiré de la formation même. 

Qu’on mette l’équation ax 3 — b sous cette 
forme x 3 — ~ = o , qu’on mette aussi sa ra- 


* J 

cine x = ~ sous la forme x — \/ -i = o , 


i ^ . • « i » . » 3 

qu’on divise alors x 3 ■ — par x — , on 

trouvera une équation du second degré qui 
contiendra les deux autres racines. 

Pour en faire le calcul plus aisément , soit fait 
~ = c 3 , on aura donc , au lieu des équations 
précédentes , x 3 — c 3 = o, et x — ç = o; 
divisant lâ première par la seconde, il vient 
au quotient xx -f- ôx 4- ce — o ; dont les 
deux racines sont exprimées par x = — ± c 
H- y/ — § cc, et deviendront la seconde et la 
troisième valeur cherchée de x dans l’équation 

x 3 — aussi-tôt qu’on aura remis à la place 
de c sa valeur \/ -. : - - V ■, 
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I V. 


La substitution faite , les deux de x se 
trouveront exprimées par 

3 b \ 

Car on voit que le quarré de \/ T > c’est-à- y 

3 3 

dire /le produit de \/— par doit être 

3 

vHi et qu’en général la multiplication des 
racines cubes, comme celle des racines quar- 1 c e u £ b ” dicaux 
rées, se fait en multipliant d’abord les' quan- 
tités qui sont sous le signe radical , et en 
mettant ensuite ce signe devant le produit. 


V ♦ * 

Les trois racines de l’équation proposée Racine* de 

3 ' , • 3 l’équation 

ax^—b y sont donc x — \/ ~ , x = — \ %/ — Æ à^eu* w- 

V a * s mc>. 


y/ — \ V — \/ Ta* 

la première réelle, et les deux autres imagi- 
ginaires , mais cependant toujours telles, 
qu’on peut dire qu’elles résolvent l’équatiois 
propbsée. 

V I. 

Supposons maintenant qu’on ait une équa- . 
tion a deux termes d un degré quelconque , term.etd’uit 
on la résoudra de la même maniéré , en em- mmL ?*' 1 

G 3 
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ployant un radical dont l’exposant soit celui 
que l’inconnue a dans cette équation. Soit, 
par exe m pie, l’équalionua, OT = £,ou x m , 

on en tirera x = 1/ — 

Si /reest un nombre impair, cette quantité 
ne pourra être que négative , lorsque ~ 
sera négatif, et elle ne pourra être que posi- 
tive, lorsque ~ sera positif. Si m est un nom- 
bre pair , la racine aura , comme dans le se- 
cond degré , le signe + , et elle ne sera réelle 
que lorsque ~ sera positif. Dans 1 le cas où 

— sera négatif (m toujours pair), les deux 

racines exprimées par + y/~~ seront alors 

tionînfwùl toutes les deux imaginaires. Ainsi toutes 
mzîi * avoir l es équaLions exprimées généralement par 

m.*!é«Ui£ A ** — "T ne P ourront > plus, avoir que 
deux racines réelles, les autres racines étant 
nécessairement imaginaires. 

Qu’on ait, par exemple, x 4 = 256 , les 
deux racines réelles sontHr 4 et — - 4, les deux 
•imaginaires sont -4- V — et — V — 16. 
X)ans l’équation x 5 — 243 , la seule racinê réelle 
est -+-3, et les autres, celles qu’on doit trouver 
en résolvant l’équation x*-\~ ‘5x^-\-gx 2 '-\-2 r jx 
-4- 8 1 = o qui vient par la division de l’équation 
x 5 — 243=opar l’équation a; — 3=0. Sans ré- 
soudre cette équation , on doit être assuré 
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que ses racines sont toutes imaginaires, puis- 
que , s’il y en avoit quelqu’une de réelle , elle 
résoudroit aussi x 5 = 243, et par conséquent 
ilyauroit d’autre nombre réel que 3 qui, élevé 
à la cinquième puissance, donneroit 243. 

VII. 

Il ne manque présentement à ce que nous 
venons de dire sur les équations à deux termes, 
que d’abréger ou simplifier les expressions ra- 
dicales qu’elles donnent, lorsqu’il y aura une 
partie de la quantité dont on pourra prendre 
exactement la racine , ou même d’éviter entiè- 
rement le signe radical , lorsque la quantité en- 
tière sera une puissance complette. 

Pour reconnoître ces cas, il faut commencer 
par faire quelques réflexions sur l’inverse de 
l’opération qu’on se propose alors, c’est-à-dire, 
sur celle par laquelle des quantités proposées 
s’élèvent à des puissances quelconques. 

Qu’on ait, par exemple, une quantité telle 
que abcd à élever à la puissance m, on voit bien 
qu’il viendra par cette opération a" > b m c m d m . 

Qu’il s’agisse d’élever à une puissance quel- 
conque, une quantité comme ~ qui a un di- 
viseur , il est clair . qu’il faudra élever ce 
diviseur , ainsi que le numérateur à cette puis- 
sance quelconque, et que s’il y avoit des coefc 
ficiens, il faudroit qu’ils Tussent aussi élevés à 
la même puissance. De plus, si les facteurs ou 
produisans de la quantité donnée se trouvoient 

G 4 


Réflexions 
sur l'élé- 
vation des 
puissances. 
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déjà élevés à quelques puissances , ils devien- 
droient alors élevés à une nouvelle puissance, 
dont l’exposant seroit le produit de l’exposant • 
qu’ils avoient d’abord par celui de la puissance 

1 1 A 3(t % b* 

à laquelle on les voudroit élever. Ainsi 
élevé à la puissance 3, donnera ~ à la 

puissance q y deviendra — Tout cela est fort 
simple, et suit. entièrement de ce principe, 
qu’une quantité élevée à une puissance quel- 
conque , n’est autre chose que ce qui résulte de 
la multiplication de cette quantité par elle- 
même autant de fois moins une, que l’exposant 
de la puissance contient d’unités. 


VIII, 

* • 

On voit bien présentement que l’inverse de 
cette opération, c’est-à-dire, l’extraction des 
racines ne demandera autre chose que de divi- 
ser les exposans des parties ou facteurs de cette 
quantité par l’exposant de la racine; soit que 
ces parties ou facteurs soient dans le numérateur, 
soit qu’ils soient aussi dans le dénominateur. 
Qu’il soit question, par exemple, de prendre 

la racine cube de , on divisera par 3 les ex- 
posans 3, 6 , 9 , et on prendra leurs quotiens 
j , a, 3, pour les nouveaux exposans des mê- 
mes lettres. Par ce moyen ^ sera la racine 
cube cherchée, ■ 
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Si la quantité avoit eu un coefficient, on en 
auroit pris la racine cube; par exemple > 
auroit donné pour sa racine cube. 

Delà même maniéré, si on cherche la racine 
quarrée quarrée , ou quatrième de , on 

trouvera 


1 X * Delfxtrac- 

Lorsqu’il n’y aura qu’une partie de la quan- ^o" s d 'i 0 "I 
tité qui se pourra extraire, on l’extraira, et on 
laissera le reste sous le signe radical affecté de incomplet - 
l’exposant qui lui convient. Soit proposé , par tes ' 
exemple, de prendre la racine cinquième de 

qui est composé du produit de 
par dont la première est exactement la cin- 
quième puissance de-^p, et doqj la seconde 
n’a pas de cinquième racine ; il faudra écrire 
alors -~r pour la racine cherchée. 

De même la racine cube de * a b+1 f — sera 

J4« 

*«? 3 + 2 c . ... , tà , b + i6s'c . _ 

j j parce que la quantité — — est le 

produit de ~~ par , que la première de , 


ces deux, quantités est un cube parfait, celui 
de | a y et que la seconde n’a point de racine 

5 

cube. De même \/ 


J2«* + u 8 a* è' — iôoa’i* 

}b* 


*= 


ta a* + 4 < 2 2> 5 — •jb*. 
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X. 

Lorsque la quantité , dont il faudra extraire 
la racine , sera composée , ainsi que les précé- 
dentes, de plusieurs termes, et qu’après avoir 
séparé de tous ses termes les quantités commu- 
nes qui sont des puissances complettes, on 
soupçonnera que le reste pourroit être la puis- 
sance complété de quelque quantité commen- 
surable composée de plusieurs termes, l’opéra- 
tion qu’il faudra faire pour s’en assurer , sera 
plus difficile. Afin de trouver la méthode 
qu’il faut suivre dans cette opération, nous 
commencerons par faire quelques réflexions 
sur le problème inverse, c’est-à-dire, sur l’élé- 
vation des quantités complexes à des exposans 
donnés, et nous en tirerons' ensuite les prin- 
cipes qu’il faut suivre pour extraire les racines 
de ces sortes de quantités. 

Cherchons d’abord comment la méthode 
d’élever au cube peut donner celle d’extraire 
la racine cube, on verra ensuite que les autres 
puissances n’augmentent la difficulté que par la 
longueur des calculs. 

X I. 

Soit prise la quantité complexe la, plus sim- 
ple zz-f-,z,et soit élevéecette quantité au cube. 
On aura premièrement , pour son quarré , 
Uu -f- 2 uz -+- zz , qui, multiplié par la simple 
puissance, donne pour le cube demandé, 
u 3 _t_ 3ituz~\~3uzz-h^. On voit donc qu’une 
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quantité qnelconque composée de deux par- co *" t q °u 
ties, lorsqu’on l’éleve au cube, donne i°. le cube d’un 
cube de la prémiere partie; 2 0 . le triple du binome * 
quarré de cette première partie multiplié par - 
la seconde partie; 3°. le triple de la première 
partie multiplié par le quarré de la seconde ; 

4 0 . le cube de la seconde. 

.XII. 

Qu’on ait donc une. quantité dont on veuille 
extraire la racine cube, on commencera par y »uivre pour 
chercher un terme qni soit un cube , et ce cube racine cube 
représentant l’on écrira à côté sa racine qui ^ s s qu c a ”"I 
représentera u. On triplera ensuite le quarré de pié- 
cette racine , et on le fera servir de diviseur à 
ce qui reste de la quantité donnée, lorsqu’elle 
aura été diminuée du cube de la racine premiè- 
rement posée. Le quotient; de cette division sera 
la seconde partie de la racine , et représentera z ; 
l’ayant écritàcôté du premier terme, on mul- 
tipliera ensuite ce dernier terme parla quantité 
qui représente ?>uu-\-Zuz-\-zz , c’est-à-dire, 
par le triple du quarré de la première partie, 
plus le triple du produit de la première quan- 
tité par la seconde, plus le quarré de la seconde. 

La multiplication faite, on retranchera le pro- 
duit qu’elle donnera de la quantité proposée, 
dont le premier cube, qui représente w 3 ,a- 
déjà été ôté. S’il ne reste rien, on sera sûr que la 
quantité étoit exactement le cube du binôme 
répondant à « -+-ç. S’il reste encore plusieurs 
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termes, et qu’on veuille savoir si elle ne seroit 
point le cube d*un trinôme, pour trouver le 
troisième terme, on fera des deux termes déjà 
écrits le même usage qu’on a fait du premier 
terme , lorsqu’on a cherché le second. 

XIII. 

Quelques exemples éclairciront cette mé- 
thode. Soit la quantité 8y 6 -t-6oy 4 6 2 H- 1 5oA 4 y 1 
-4- I2Ô b 6 ; je commence pat prendre la racine 
cube du premier terme 8 y 6 , et j’écris cette ra- 
cine (Voyez la table page 120, case 1.) 2y a à 
côté de la quantité proposée . je récris ensuite le 
cube de 2y 2 souslaquaniitéproposée,eu obser- 
vant d’en changer le signe , c’est-à-dire, en lui 
donnant le signe — . l.a soustraction ou réduc- 
tion faite, j’écris le reste 6ov 4 /> 2 -H i5o ô 4 y* 
-+-I256 6 , et je mets au-dessous de 2y 2 le triple 
de son quarré, c’est-à-dire, iay 4 . Je divise alors 
le premier terme 601 4 b* ,par ce triple i2jy 4 , et 
j’écris le quolient 5 b 2 , qui vient de cette divi- 
sion , à côté de 2r a . J’ajoute ensuite à i2y 4 le 
prqduit 3o6 2 y 2 du triple de 2y a par la 
quantité 5b 2 , que je viens d’écrire, et j’ajoute 
à ces deux premiers termes ai> 4 , quarré 
de 5b 2 . 

Cela fait, je multiplie 5 b 2 par ces trois ter- 
mes , et j’écris leurs produits avec des signes 
différens , sous la quantité 6oy*b 2 -\-i5o b^y* 
-4-I256 6 : voyant qu’après la réduction il ne 
reste rien, je conclus que la quantité proposée 
étoit un euhe parfait, et’ que sa racine étoit 
2 y 2 +5b\ 
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XIV. 

Que j’aie à présent la quantité x^-\-6bx^ 

**4—2 \b 2 U' 4 — f— -<\-()6b^X 2 — f- k)^J) **X— p 2 r jb^ > Second 

xju’on voit bien au premier coup-d’œil devoir * xemple- 
donner plus de deux termes pour sa racine cube. 
Opérant d’abord comme dans l’exemple précé- 
dent, je trouve avec facilité (Voyez la table 
page izo, case 2 .) les deux premiers termes 
x 2 -+- 2 b x. tylais comme, au lieu de ne rien 
rester, ainsi qu’il est arrivé dans cet exemple, 

'il vient pour reste 9 /> 2 x 4 -H 66b'^x^ -\-63b*x 2 
5 ^Ij 5 x-\- 2 jb 6 , )e divise le premier terme 
9 b 2 x*. de ce qui reste, par 3a ; 4 triple du quarré 
de x , parce que ce terme 3a 4 est le premier 
de ceux que l’on a en triplant le quarré de la 
quantité xx-t- 2 bx, laquelle représente actuel- 
lementla première partie (nommée w, art. XI.) 
delà racine cube cherchée. Ayant fait cette di- 
vision de gb 2 x4 par 3.r 4 , j’écris le quotient 6b 2 
à côté dé xx -f- 2 bx. Je forme ensuite la quantité 
3x 4 -f- 12 Ai 3 21 b 2 x 2 -+- iQb^x -+- o^ 4 ,.en 

ajoutant lë triple du quarré de xx -4- 2 bx , avec 
le triple du produit dexxH -nbx par 3 b 2 , et le 
quarré de 6b 2 . Cela fait, je multiplie cette 
quantité par 3 b 2 , et j’écris tous les termes du 
produit, en changeant leurs signes, sous la 
quantité yb 2 x 4 -J- 36b^x^ -+-63/> 4 x 2 54 b 5 x 

-\- 2 r jb^ , et comme il ne reste rien après la ré- 
duction, je conclus que x 2 -*h ibx-{-6b 2 est 
exactement la racine cube de la quantité pro- 
posée. * * •- * ~ Ci V 
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X v. 

Nous avons vu (II eme partie , art. XXIV , 
XXV et XXVI) comme on fàisoit sur les quan- 
tités radicales du second degré , les opérations 
d’addition, soustraction, multiplication et di- 
vision. Ces opérations étant également néces- 
saires pour les quantités radicales des degrés 
plus élevés, nous allons examiner ce que de- 
mandent ces nouveaux radicaux. 

Quant à l’addition et à la soustraction, elles 
éditions ne demandent rien de plus que ce qu’on a dit 

« soustrac- . Y “ ? . , 

tions des pour les memes opérations, en parlant des ra- 

3teaîe* rfï dé dicaux du second degré. Il suffit toujours de ré- 
duire chaque radical à sa plus simple expression , 
et de les ajouter ou de les retrancher comme les 
quantités commensurables. 

3 - 

Qu’on ait, par exemple, \/ b+ zab 6 & 

3 

ôter de \/ 8 a 3 b 16a 4 , on change la pre- f 
miere quantité en b V* za , et la seconde 

3 

en 2a Vb -4-2 a: or, la soustraction est alors 

3 ■ 

toute simple , et donne 2 a — b y/b 2a. 


toute 

pece, 


es- 


De même, si on ajoute 3 a“|/ 16 
4 

avec 4 b a*b* -4-, 2 a % , on aura 


10 ab \/ b 4 -4- 2a 4 . 
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XVI. 

A l’égard delà multiplication et delà division, Muitipiica- 

si les quantités radicales sont de même exposant, vision des 

c’est encore la même méthode que dans les ra- 

dicaux du second degré ; il suffit de faire l’opé- ont les 
• , • / r r 1 / , • r mes expi- 

ration sur les quantités précédées du signe ra- sans. 

dical, et de mettre le même signe devant le 

produit, ou devant le quotient, suivant qu’il 

sera question d’une multiplication ou d’une 

division. 


# 3 J 

C’est ainsi que V 5 ayyX K 7 a yz 

3 3 

==3l/35aay3z f ouyl/35a z [. 

Que \/^X K 2 7 a3J>6 = yîïlfèl 

=3 ab V^T- 

Que \ / a 2 b 2 -\-M divisé par - donne 

pour quotient t/Jrp- 


Exemples. 


Que 


3 

*/(«£H-£ 4 ) 


=xl/~- 


XVII. 


- Mais si l’on veut faire ces mêmes opérations ; p our faire 
sur les quantités radicales de différens signes, ^«,1» 
et qu’on ne veuille pas se contenter de la simple' quantités re- 
marque de multiplication , il faut changer ces d'avens ex- 
quantités radicales en d’autres, d’ün radical plus ? a 0 u s t ai î« re 'i 
composé, qui soit le même pour chacune des du 'reaumê- 
deux quantités à multiplier ou à diviser. sant. 
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3 5 

Méthode* Qu’on ait , par exemple , V ab et K abb à 
réduction, réduire a un meme signe, j eleve æph la puis- 

15 3 

sance 5, et j’écris |/, au lieu de V , et j’ai la 

1 5 _ w 3 

3 uantitéK a 5 b 5 quiestla même chose que y' ab. 
’éleve de même ab 2 à la troisième puissance, et 

i 5 5 

je mets V au lieu de ce qui change la quantité 

5 I 5 

î/ab z en V a^b 6 . Ainsi, s’il ayoit fallu multi- 
plier V' ab par V abb -, il seroit-^enu pour pro- 

I 5 ^ 

duit I /a 8 b r 5 et si j’avois eu à diviser la pre- 
mière oar la seconde, j’aurois trouvé pourquo- 

»• a 5ks a 9 • X 

tient V ^- a ~-y T ' 

3 

De même le produit de V à 1 M par V a*b s 

auroit été V a l ^b !l 3—a 2, b 3 ^a^b 5 . 

En général, pour réduire deux quantités 

radicales ÿa* M et y/a r b 1 a un meme signe, 

• ' « ■ # mn 

on changera la première en y/a^M * , et la se- 
conde en m \/a Tm b ,m . S’il est question alors de les 

mn r ^ t 

multiplier, leur produit sera y/af Mr+rm b q,t+m ' ) et 
si on vouloit diviser la première par la seconde, 

le quotient seroit y/aP n ~' rm L qn ~ sm . 


Lorsque les deux quantités radicales auront 
pour exposans des nombres qui auront un com- 
mun diviseur, on voit qu’il ne sera pas néces- 
saire de changer chaque radical en un autre, 

dont 
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dont l’exposant soit le produit des deux pre- 
miers exposans. Que l’on ait , par exemple I / a b 

et v ab3 on changera le premier en v a 2 b 2 . 

4 

Qu’on ait de même v b et )/ a 5 b, on chan- 

*» 

géra la première en v' a 9 b 3 , et la seconde en 
i Y a 10 b 2 . 

' XVIII. 

0 

On peut trôhver une autre méthode pour 
faire les opérations précédentes , en employant 
une réflexion sur la nature de. àntités radi- 
cales , qui suit assez naturellement de ce qu’on 
a dit art. VIII , pour extraire te ..les sortes de 
racines. C’est que les quantités radicales peuvent 
être regardées comme des puissances dont les 
exposans sont fractionnaires. • ‘ 

Pour faire voir , non-seulement comment 
on est arrivé à cette réflexion , mais là maniéré 
dont on en a fait usage , cherchons , par le 
moyen de ce que nous avons vu précédem- 
ment , à trouver ce que peuvent être les quan- 

m n . 

tités v' a p 1*1 et Ÿ a r b s employées dans l’exem- 
ple précédent. 

Suivant ce qu’on a dit , art. VIII , si on 
avoit les nombres qu’expriment les exposans 
p et q , on les diviseroit par le nombre que m 
désigne , et prenant leur quotient pour ser- 
vir d’exposans à a et à b , on auroit la pre- 

\ m 

mière quantité exprimée par V a? Mais 
sans savoir les valeurs particulières de n, q } m , 

Tome IL H 

. \ 


Autre ma- 
niéré de fai- 
re les opéra- 
tions précé- 
dentes. 
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il est évident qu’on peut , en cette occasion , 
comme en toutes les autres , écrire générale- 
ment et pour les quotiens de la division 

de p et de q par m , c’est-à-dire , pour les ex- 
posans de a et de b dans la racine m de a p l v. 

p_ _i ' n 

Donc a m b m est cette racine. De même \/~ a T 

T S 

1* sera a n b n . Pour multiplier présentement* 

L. L. 1 £_ 

les deux quantités a " b K et a m b m , dans 
lesquelles sont changées les quantités qu’on 
avoit à multiplier , art. XVII , il faut , comme 
dans toutes les multiplications de quantités in- 
complexes , ajouter les exposans des mêmes 
lettres , c’est-à-dire, £ et £ avec -£■ et -J ce qui 

£ JL . _i_ JL 

donnera a m n b m n 


p n 4- r m q n + *m 



en mettant les fractions ~ et -£• au même dé- 
nominateur , aussi bien que et 

pn4- r m q n - 4 - s tn 

y Ainsi n mn b mn , c’est-à-dire , le pro- 
duit de a élevé à la puissance par & 

élevé à la puissance est le produit des 
quantités proposées. 

Il est aisé de voir présentement l’identité 

pn+rm qrt+sm 

de cette expression a mn b mn , et de l’ex* 


Digitized by Google 


d’Aigebre, 


iî5 

. mn 

pression y/ a P n+rm M n + sm qu’on avoit trouvée 
dans l’article XVII. Car , par la même raison 

qu’on vient de voir , que ^af et a™*, ne dési- 
gnoient que la même quantité , on doit voir 

pn 4 - rm 

. 

que a mn et | /a pn + r ” sont la même chose, 

q*+sm ' 

. . mn 

ainsi que j /fan+sm e t b mn . 

Si on avoit voulu , au contraire , diviser 
la première quantité p, a p 1 3 par la seconde , 

'l/cfb * , on auroit retranché l’exposant -L de “ 
et l’exposant de ~ , et l’on auroit eu 

r _ J L pn—rm qn — im 

a . b n > ou a mn b mn pour le quo- 
tient. r 1 

Afin qu’on se familiarise avec cette transfor- 
mation de quantités radicales, en puissances, 
fractionnaires , il sera bon d’en faire encore 
quelqu application. Soit proposé, par exemple, 

de diviser ^/a m b^ n c 2, par \/a 2m ô n c . On changera 

v m )n i 

d abord la première quantité entf^ b 3p c p 

hn «• I 

et la seconde en a p b p c p , ensuite on 
retranchera -les exposans ~ ~ , ~ 9 qu’ont 
les lettres a , b , c dans la seconde , des 
exposans qu’ont les mêmes lettres 

Ha 

* 
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dans la première, et les restes — °> 
seront les exposans à donner aux mêmes lettres 

w» n 

dans le quotient, c’est-à-dire, que a lp b 2p c° 
est ce quotient. 

Lorsqu’on trouve une pareille quantité, il 
est naturel qu’ôn soit un peu embarrassé à 
savoir ce qu’elle signifie; car, n’ayant point 
encore rencontré d’exposant qui soit ou zéro, 
ou négatif, on ne sait ce que deviennent les 
quantités dont elles sont les exposans. 

Pour le déebuvrir, soit reprise la question 
dans l’endroit où commence à paroître la diffi- 
culté , c’est-à dire , lorsqu’on retranche les ex- 
posans de — et de — afin de diviser 

m • 2 m i i 

a tp par a p et c p par c p ; c’est donc à la place 

' I 171 

! P 

de— j— qu’ on met c° ; et à la place de ----- qu’on 

F p 

c a 

^ 771 

• Vn • ' 

met et? , mais au lieu de-^-çn peut mettre 

F 
. a 



Digitired by Google 


a à cause qùe n F estle produit de a lp par 

X 

m P 

a p ; et aü lieu de -j— on peut mettre*!. Donc 


m 


les deux quantités à examiner a 2p ' et c°* 


ym 

i p 


- - r 

expriment, Tune a , étTautre i. Et partant 
le quotient cherché de ya m b^ h â divisé par . . 


uV 2 P 


l/a m h n c est a >< h xÿ % ou 


b 


•O 'îh 


n 

I' - 

Jm 

ip 


ÛiÙV- ■ 


a 


i r 


ML!* ’r 


X I X. 

' La nouveauté des expressions qu’on vient 
d’employer dans l’artiple précédent, çt la gé- 
néralité qu’elles apportent dans l’analyse , méri- 
tent qu’on en fasse unecpurte récapitulation) 

en les r^duj^ant pn principes générau-Xf ; 

i.° A une quantité quelconque, dontTex- ce que c’en 
•posant sera une fraction , Von pourra toujours 
substituer la racine d y une quantité dont Vex- ûonnaite 
posant sera un entier ,• pourvû que le dénorni - 

H 3 


Digitized by Google 



) 


Il8 Éli MENS 

nateur de cette fraction serve d’exposant au 
signe radical , et que son numérateur soit 
V exposant de la quantité qui est sous le signe, 
c’est-à-dire, en termes algébriques, qu’en 
général 

rn * JL 
Va n = a m * 

ce que c’est 2°. Lorsqu’une quantité a un exposant né- 

sance'nega- g at !f> 071 l a P eui changer en une fraction, dont 
tlve » le numérateur est V unité , et dont le dénomina- 

teur est la même quantité avec un exposant 
égal au proposé , mais avec le signe -H, c’est- 
à-dire , qu’en général 


ar m = a m 


ce que c’es» 3 °. T outc quantité , dont V exposant est zéro , 

que la puis- se réduit à Vunité , c’est-à-dire que , a° = i. 
sance o. 7 x 


La démonstration de ces trois propositions 
prises dans leur plus grande généralité, ne 
demande point d’autres argumens que ceux 
qu’on a employés dans l’article précédent. Ce- 
pendant , pour se ressouvenir plus aisément 
de ces propositions, et pour s’en servir avec 
plus de confiance, il est à propos delesfonsi- 
dérer à part ; ce qui se fêta facilement de la 
manière suivante. ■ ' * 


o\ 


i°. On démontrera que a m est la racine 
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m. de a n , si on fait voir qu’en élevant a. m 
à la puissance m, il vient a*. Or, pour élever 

n 

a m à la puissance m , il est évident qu’il faut 
multiplier son exposant par m ; ce qui donnera 
JL Xm 

a m , ou a*. 

t 

2 °. a~ m sera nécessairement égal à a 
si, en multipliant ces deux quantités par une • 
même puissance de a , il vient le même pro- 
duit. Or, qu’on les multiplie l’une et l’autre par 
une puissance de a plus élevée que m , telle 
que a lm y par exemple, on aura 
ou a 2m ~ m r ou a m pour le produit de a 14 * par 
a~ m ; et de même Q u a m pour le pro- 

m 

duit de a 2 ” 1 para . Donc ar m et ~ sont égaux. 

3°. Par la même raisôn a° et 1 Sont.égaux, 
puisqu’ en multipliant a° par a , il vient a° +l \ 

—a 1 —a, aussi bien qu’en multipliant 1 par a. 

Comme ces trois seules propositions suffi- 
sent pour toutes les réductions et les transfor- 
mations de même espece que les précédentes, 
et pour une infixé d’autres opérations , les 
commençans ne sauroient trop s’exercer à en. 
faire des applications. Afin de leur en faciliter . 

H 4 
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les moyens, j’ai joint plusieurs exemples dans 

la troisième Case de la Table ci-jointe. 

X X. 


Après avoir résolu toutes les difficultés qu’on 
pouvoit rencontrer dans les équations à deux 
termes, il est naturel qu’on ait cherché aussi 
à résoudre généralement toutes celles qui n’ont 
que trois termes; mais on est bien loin encore 
d’avoir trouvé une méthode générale pour 
toutes les équations de cette nature; on s’est 
contenté de les résoudre dans quelques cas 
particuliers. Par exemple, on a trouvé une 
classe d’équation assez étendue, qui pouvoit 
se réduire facilement aux deux cas que nous 
avons déjà vus , celui des équations du second 
degré, et celui des équations à deux termes 
d’un degré quelconque. 


. *> . T — 1 . ' ' •• / 

De* équi- Ces équations sont toutes celles qu’on peut 

termes troi? me ^ re sous cette forme générale x im -\ -ax m —b. 
se ^soivenî Pour fes résoudre, on ajoutera, ainsi que dans 
fhodé^use- les équations du second degré, ce qui peut faire 
«ond degré, un quarré du premier membre. On aura donc 
‘ lm ~\~ax m -]r~aa=b-\- t ~aa dont la racine est 


x 

x 


* . ' T, ' + • 

— aa ) s et P ar conséquent 

= — \ -t- \aa)> équation qui n’a 

que deux termes, et de laquelle on tire 


tn 


x — \T ( — V' \b-\-\aa')\ 
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Par cette formule, on résoudra toutes les 
équations à trois termes, dont le premier sera 
affecté d’une puissance d\r, double de celle 
qui affecte le second terme, et dont le troi- 
sième sera une quantité connue. Il est clair, 
par cette expression, et par ce qu’on sait déjà 
sur les racines des équations, que toutes les 
équations renfermées dans la formule générale 
x am -\-ax m ~b ne peuvent pas avoir plus de 
quatre racines réelles, et qu’elles n’en«auront 
que deux lorsque m sera un nombre impair. 

XXL 

Pour faire quelqu’application de cette me- Exemple 
diode-, supposons d’abord qu’on ait l’équation ^'p^é- 0 * 
x* — bbxx—bbcc. En ajoutant des deux côtés dente. 

$ b*, quarré de la moitié du coefficient de xx, 
on aura x 4 — bbxx-h$b4 =±b 4 -i-bbcc dont la 
racine quarrée est xx — zbb=- f- b^~ {\bb-\~ cc ) , 
d’où l’on tire xx—\bb - h b (^ôù-f-cc), et par- 
tant x:—^Vy/'{~bb-\j)V (\bb-\-cc )) , susceptible 
de deux valeurs réelles et de 2 imaginaires. Les 
premières sont ^bb-\-b[/ {~bb-\-cc)), 

1 es deux autres x — + \ bb — b i/ (| bb-\-cc) ), 
nécessairement imaginaires , à cause que. . . 
l\T ( i bb-\-cc) est plus grand que \ bb . 

XXII. 

• - 

Soit ensuite l’équation x& — 2 a 2 bx3=a6 , 
ajoutant des deux côtés a^bb , il vient x 6 
— iaabx^~ J ra^Sb--a^bb-^ra^ } dont la racine 
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quarrée est x 3 — aab— a 2 K (aa-{-bb ) , ou x 3 

— aab-\-a 2 l/(aa-\-bb)j qui donne enfin... 

x =■ (aab^ra 2 \f ( a 2 -h b 2 ) ) susceptible de 

deux valeurs réelles; l’une positive, l’autre né- 
gative. Les quatre autres racines de la même 
équation , qu’on trouveroit facilement en opé- 
rant comme dans l’article 1ÎI, seraient ima- 
ginaires.. 

XXIII. 

Soit à présent x 4 — (aa-^-bb') xx — — aabb 
en ajoutant des deux côtés \a4-+- l -aabb-b\b * , 
on aura x 4 — (aa-hbb) xx-j-$ a* -h \aab 2 
-\- \b*=\a* — '-aabb-\-~b * , dont le second 
membre est aussi bien un quarré que le pre- 
mier. Prenant donc la racine quarrée de part 
et d’autre, on aurarx — \aa — \bb— + \ aa 
t ^r L Jhb , qui donne xx—aa et x x=bb, c’est- 
à-dire, x= + a et x— qui sont les quatre 
racines de l’équation x* — (aa-± -bb) xx = 

— aabb. On auroit trouvé également ces ra- 
cines par les méthodes de la troisième Partié, 
én cherchant les diviseurs commensurables. 

; XXIV. 

' Soit encore l’équation x 4 — {^gh-^-^ff^xx 
= — ggàh, on aura, en ajoutant le quarré de 
la moitié du coefficient du second terme , et 
en prenant ensuite la racine quarréé, x 2 — gk 
’ — 2 ff— + 2 fl/ (gà-hfj' ) qui donne 

*=± (gh~h?ff± & ^ (gh+ff))- 
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Or , en réfléchissant un peu sur cette quan- 
tité, il n’est pas difficile de reconnoître que ce 
qui est sous le signe radical est un quarré , 

celui de f + V (Jjf-f- gh). Car le terme 

2 /V' (gh-tff), est le doublé dü produit dey’et 
de , et la quantité gh -4- ^//'contient 

le quarré de J et le quarré^-f- gh de la partie 
radicale. 

Ainsi la valeur précédente de x se réduit , 
en supposant qu’on eut choisi le signe -H pour 
le premier radical, à f + ^ En sup- 

posant , au contraire , qu’on eût pris le second 
signe — du même premier radical , elle se se- 
roit réduite à — f + \g (ff'+'gh), ce sont-là 
les quatre racines de l’équation 

' , x\- — 2ghxx—g ff xx — ~^-ggh h • 

Dans cet exemple, Fhabitüde du calcul pou- 
voit faire facilement soupçonner que la quan- 
tité gh-^-xff + 2 ,f[ / ( gh -bff) avoit une racine 
quarrée ; mais il pourrait y avoir beaucoup de 
cas où les quantités trouvées de la même ma- 
niéré , seroient également des quarrés, sans 
qu’on . s’en doutât : il est donc à propos dé 
chercher une méthode générale pouf recon* 
noître ces sortes de quantités, et pour trouver 
leurs racines. ; ». n > 

V ,X X V. -• . ■ > ‘ : » 

' ’ ‘ sv-i. 

Tour y parvenir, je commence par remar- 
quer que la racine d’une quantité composée de 
deux parties, dont l’une est comménsurable. 


Méthode 
pour trou- 
ver les raci- 
nés quarrée* 
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et dont Pautre est un radical du second degré, 
doit être elle-même composée de deux par- 
ties, et qu’au moins l’une des deux doit être 
un radical. - 

Cela posé, je prends A-\-B pour exprimer, 
en général , la quantité proposée , A désignant 
la partie rationnelle, et B un radical quelcon- 
que du second degré, je prends ensuite p-bq 
pour exprimer la racine cherchée. 

Je remarque maintenant que soit que p dé- 
signe la quantité radicale , soit qu’on l’ait ex- 
primée par q, ou que‘p et q soient l’un et 
l’autre des radicaux , le quarré p 2 -\-2pq~ï-q 2 ne I 
pourra avoir que le terme 2pq de radical. , 
Comparant donc ce tjuarré avec la quantité 
donnée , 2pq représentera B , et p 2 rhq 2 , A, 
c’est-à-dire, en termes algébriques, qu’on aura 
pour déterminer p et <7 les deux équations, .i 
p 2 -bq 2 =A ,et2pq—B. v : . 

On tire de la secondep== ~-qui, étant subs- 
tituée dans la première, donne -\rq 2 —/ 4 > 

' 9 " i ‘‘ B ‘ ' 

ou q 4 — Aq 2 ~ , ou .4 

q 2 — ~A— + 7I/ {AA — BB), et partant. . . . 
q = ±\T{\ -4 ± 7 ^ {A‘—B 2 )). Substituant 
ensuite cette valeur de q dans l’équation 

p 2 -+-q 2 —A, ou p—A i y'(A — q 2 ) , on a 

p = ±\A (~ A-Jf. '-A ( A 2 — B 2 ) Donc la racine 
cherchée de la quantité A-^B est 
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ou simplement * . . . 

A-+-^(A 3 -B‘))± i/( \A-\ i /(A>-B 3 )) 
car il est évident que cette expression re- 
vient absolument au même que l’expression 
t\Ti~A-W {A 3 -B'))±>f{\A+'-y{A'-B 3 )') 
qu’on auroit, en prenant en — le signe de 

/ c a 3 —b 3 ). 

' \ 

louant aux signes que doivent avoir les deux 

parties \/~(\A-\-\ [/ (A a — B 3 )) 

et \A(jA~—y (A* — -S 3 )) de la racine cherchée 
de A-\-B.j ils doivent être les mêmes, si le 
radical B est positif ; et contraires si B est 
négatif. Car il est aisé de voir qu’en général 
p-hçf, ou — p — q étant la racine d eA-)rB~ 
pp-\-qq-\-2pq , • ^ 

p — q , ou — p-ï-q est celle de 

A — B^pp-\*qq — 2 pq. < 

XXVI. 

I>a valeur qu’on vient de trouver pour la 
racine de la quantité A-\- B , pourroit faire 
craindre qu’il ne restât encore whe difficulté 
pareille à celle qu’on avoit d’abord à résoudre. 

Car sr(\A+W{A 3 -B'))... 

et yÂ A — \y/ (A* — B 3 ) ) semblent au 
premier coup-d’œil désigner des racines des 
quantités* en. partie rationelle , et en partie 
irrationelles ; et , si cela étoit, la question 
ne seroit pas plus avancée qu’elle n’étoit; 
Il faut donc, pour que la méthode soit de 
quelqu’utilité , que la quantité A\ — B‘ 


Digitized by Google 



Application 
ce la métho- 
de précé- 
dente à un 
exemple. 


Autre 

exemple. 


126 Elémens 

qui se trouve sous Je signe radical, soit un 
quarré commensurable. Or, c’est ce qui ne 
sauroit manquer d’arriver, toutes les fois que 
A-hB sera dans Je cas d’avoir une racine. 
P our s’en assurer , il suffit de se ressouvenir 
( article XXV ) , que p — q est y/ (A — B) en 
même tems que f-hq est |/ ( A-\-B ) ; car on en 
tirera tout de suite que / {A— 5 ;X/ (A-hB), 
ou |/ (AA — BB)est(p — ?)>< (/>-+•<?) ou 
PP — c’est-à-dire, une quantité commen- 
surable. 

xxvi r. 

Pour montrer présentement l’application 
de la méthode précédente, soit pris, pour 
exemple, la quantité aa-hzcy/ ( aa — cc). En la 

comparant avec A-hB f on a a=A et 

Jh= 2 cy/ (aa — cc) , et par conséquent 
V (A m ~E m ) = aa — 2 cc , d’où l’on tire 

\f ( v A-h ~ y/ ( A\ — E'))— |/ (aa — cc), 
oq trouve de même 

. V(^~W(A'-B'))= C% 

c’est-à-dire , que la racine cherchée est 
c-hyE (aa — cc) , ou — c — yf (aa — cc). 

XXVIII. 

Si on avoit à prendre la racine quarrée de 
i6-h6y/ 7, en faisant A~i 6 et B—dyf 7 , on 
auroit V ( AA— B B ) = 2 , et partant 
. V( L ,A-hW (AA— BB))=3 
et \T('~ A— -y (AA— BB))=y/ 7 • 
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d’où 3 -\r\/ r 7 , ou * — 3 — 1/7 seroit la racine 
cherchée. 

XXIX. 

Qu’on demande maintenant la racine de 
ap — 2.a\/ (ap-»-aa). 

Faisant A—ap et B= — za\/ ap — aa, on a 
[/"(AA — BB) =ap ■ — 2aa 
et y r (~A~\~~\/'(AA — BB))=y/~(ap — aa) , 
et de même 

\\r{A'-B-))=a 

c’est-à-dire que la racine cherchée sera 

( ap — aa) — a , ou a — [A (ap — aa). , 

X X X. 

Si la quantité proposée est Troisième 

4 xr x exemple 

b * — ab-\-\a % -\-2 V ( ab$ — ia2b-\-\a^b ) , 
on aura 

A— b' — ab-\~\aa,E2— \/ (ah* — 2ab'~{~\a^b) , 
et 

\/(A?-B')=\/(te-Ç> a bZ^a'b'--\an-+-i l a') 

~bb — 3 ab-\-\aa, 
ce qui donnera 

\T (\A->r\ V (. A * — £*))= ^ bb — zab-+-\aa) * 
et V^C~A— \\T(A-—. B'))=Sab 

d’où, la racine cherchée est 

V ab-^rÿ (bb — 2 ab-\~\aa) , 
ou [/ ( — ab) — [/(bb — 2ab-+-\aa). 

Cet exemple est plus propre que les précé- 
dais à luire voir la nécessité d’une- méthode 
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particulière , pour prendre la racine des quan- 
tités en partie rationnelles et en partie irratio- 
nelles. Car , dans le cas précédens , la racine 
cherchée ne contenant qu’un radical, pou- 
voit être tirée d une équation du second degré 
qui auroit été contenue dans l’équation, pour 
la résolution de laquelle on avoit cherché à 
prendre cette racine. Au lieu que, dans ce der- 
nier , la valeur de la racine cherchée conte- 
nant deux radicaux , il est iippossible qu’elle 
vînt d’aucune équation du second degré. En 
effet , lorsque nous avons eu à prendre ( ar- 
ticle XXVII) la racine de 

aa-i- 2 cy r (aa — ce), , 
la question étoit la même , que si on avoit dû 
résoudre l’equation 

x* — 2aaxx-h4.aacc-h4c z -ha4 —o 
de laquelle on pouvoit tirer par la III eme par- 
tie , article XXXVI , les équations 

xx 2CX~h 2CC — cia — o , 

et xx-4- 2 .cx H- 2 cc — aa—o. 

M ais la racine de • 

b 2 —ab -h \aa -h 2 \/~ ( ab — 2 ab 2 -q- \d$b) 
deyoit servir à la résolution de 

( ab — bb — \aa ) x 2 -\~~-a 2 b % 
—6ab3 — \a%b-{-iS-\—~a*—o 

qui n’est point décomposable en deux éejua- 
taons du second degré. 

XXXI. 

Après avoir appris à distinguer , parmi les 

quantités 
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quantités qui sont en partie rationeiles , et en 
partie irrationeiles , celles qui sont desquarrés, 
on a dû chercher à distinguer aussi celles qui 
sont des cubes ou d’autres puissances plus éle- 
vées a puisque cela étoit nécessaire pour avoir 
complettement tout ce qui regarde les équa- 
tions, comprises sous laforme x m -f -ax m —b, ou 


Çr (—\U'± V(b+ ^aaj) ’ ' ' ! 

Voyons d’abord cequel’oiipouvoit faire pour 
le cas où c’est-à-dire, pour trouver 

la racine cube d’üne quantité quelconque 
A-\-B , dans laquelle A est rationel, et B un 


radical du second degré. V 

Nous remarquerons d’abord que la racine Méthode 
cube d’une quantité de cette nature , ne peut îa r " c °në 
pas renfermer plus d’un radical du second de 7 cube des 
gré ; car on voit bien que le cube d une quan- p ïr ,i e CO m- 
tité, telle que Ÿ m-+- )/ n , qui contiendroit “'«“pariiè 
deux de ces radicaux , ne pourroit pas manquer incommea-- 
d’être affecté de ces mêmes radicaux. 

Nous, remarquerons ensuite que la même ra- 
cine cube cherchée ne pourra pas contqpir d’au- 
tre espece de radicaux , à mojns que ce ne soit 
un radical cube, et qu’il ne soit commun aux 

deux parties de la racine. Telle seroit > par 

3 3 

exemple , la quantité f \S m- \-\T g X * m 
dont le cube mfZ -4- 3mj^g--hf3 mg)ÿ g , 

ainsi que la quantité proposée À-\-B 7 8l une 
partie commensurable, et une partie radicale 
du second degré. 

Tome IL •*' - ; I 
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Cela posé , soit pris p-\-q pour exprimer 
le racine cherchée, q étant la partie affectée du 
radical du second degré , soit qu’il se trouve 
d’ailleurs , ainsi que p , affecté d’un radical cube , 
soit qu’ils n'én contiennent ni l’un ni l’autre. 

Il est évident que le cube p 3 + 3 p 2 q 
-+- 3 p q 1 4- ne contiendra pas d’aûtre 
radical que le radical du second degré qui est 
dans q y.Gt qu’il n’y aura que les termes 3 pp q 
et q 3 qui soient affectés dp ce radical. On com- 
parera donc ces deux termes à la quantité 
donnée B , et les deux, autres à A=p 3 -\-3pq 2 
et B—3p 2 q-{-q3. . 

Pour résoudre ces deux équations, il faut 
d’àbord commencer par chasser l’une des deux 
inconnües p ou q, ce qui se peut faire aisément 
par les principes établis dans la seconde Partie, 
article XXXIII. Mais on peut abréger le calcul 
parle secours d’une reiiiarque qui a dû se pré- 
senter facilement à des' ÂlgCbristes un peu 
exercés , c’est que AA — B B sera toujours le 
cube dé pp — qq , lorsque A -b B sera le 
cube àêp-\-q. Car il est clair premièrement 
que si p-\~q est la racine cube de/? 3 -j- 3 pq 
3 p*q-hq3 dont la première partie/? 3 -H 
3 pq 2 est A , et la seconde 3 p*q - h q 3 est B, 
il faut nécessairement que p — q soit la racine 
cube de A'— B qui est alors p^-\-3pq 2 — 3p 2 q 
— q3. Or de -là il suit que pp — qq> ou 

( p — q ) C P~bq) est A-\-B) \f(A — B), 

©’est-à-dice, ^~(AA — B A). 


Digitized by Google 



d’Auebri 131 

* 3 

Cela posé, on a donc l’équation {/(A 2 — B 2 ) 

= p 2 — q 2 , ou n~p 2 — q 2 , dans laquelle 
n est donnée , et ne peut être qu’une quantité 
commensurable , ou un simple radical cube. 
De l’équation n—p 2 — q 2 , ou q 2 =p 2 — n, et 
de l’équation A-p^-\-6pq 2 , on tire tout de 
suite 4 p 3 — 3 pn — A — o , équation qu’il faut ré- 
soudre pour avoir la première partie p de la 
racine cube cherchée. Aussi-tôt qu’elle sera 
résolue , on aura la seconde partie de cette 
même racine cube cherchée en employant 
l’équation q—l/(p 2 — n). 

Quant au signe radical il sera positif, si le 
radical de la proposée • a le signe -f- ; et de 
même négatif, si le radical de la proposée a le * 
signe — . Car on voit aisément que la par- 
tie radicale du cube de p -\-q , laquelle est 
(3 pp -+- qq) X q sera toujours du même signe 
que q. 

Si la racine de la quantité proposée A-\~B 
ne doit point avoir de radical cube qui affecte 

3 ' 

tous ses termes, n , ou t / {A 2 — B 2 ) sera une 
quantité commensurable , et par conséquent 
l’équation 4 p 3 — 3 pn — A — o ne contiendra 
pas de radicaux ; et comme p sera alors com- 
mensurable, on ne pourra pas manquer de le 
trouver en cherchant tous les diviseurs de 
cette équation par la méthode donnée dans la 
Ule. Partie, art. XXXII. | . . 

Si la racine cherchée doit avoir ses deux 

I a 
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parties affectées d’un radical cube , ce qu’on 
aura reconnu en ne trouvant point un cube 
parfait pour A 2 — B 3, , on verra quelle est la 
quantité par laquelle il.faudroit multiplier la 
quantité proposée pour en former une nouvelle 
dont les deux parties étant prises pour A et 
pour B, donueroient. pour AA — B B un 
cube parfait. Trouvant alors la racine cube de 
cette nouvelle quantité mise à la place de la 
proposée , il ne fauclroit plus que la diviser 
par la racine cube du multiplicateur dont on se 
seroit servi, et l’on auroit la racine cherchée. 

• Quant à la détermination de ce multiplica- 
teur , il est clair qu’il ne demande autre chose 
« que de trouver la quantité quarrée , par la- 
quelle il faudroit multiplier la quantité qu’on 
a trouvée d’abord pour AA — B B , si on 
Vouloit la rendre un cube parfait. Car il est 
clair que la racine quarrée de ce multiplica- 
teur de AA — B B , seroit le multiplicateur 
qu’on devroit donner aux quantités proposées 
A et B. , . 

XXXII. 

Appiica— Pour montrer l’application de cette mé- 
tion de n thode , supposons qu’on cherche la racine 
précédente à cube de la quantité. 

u» exemple. y ^3 — 3a 3 b-^-(5aa — atyy/' { 20 ( 1 — ab) i 

Par la comparaison de cette quantité avec 
A-hB , j’ai 

7«3 — 3 a z b—Aj ( 5aa — ab) \b{ 2 aa — ab)=^B , 
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et partant 

3 - 

et n, ou yX A 2 — J3*)= — aa-\-ab. 

Substituant cette valeur de « , ainsi que celle 
de A dans l’équation 4 p 3 — 3pn — A—o, j’ai 
4p 3 -4- 3 paa — 3 pab — 7 a 3 _f. 3<z 2 £ dont il est 
question de trouver un diviseur dune dimen- 
sion. On trouvera facilement par la méthode 
enseignée dans la troisième partie , art. XXXII. 
que ce diviseur est p — a c’est-à-dire , que la 
valeur p est a. Substituant cette valeur de p 

dans l’équation q— V ( pp—n ), il vient 

q=\f (2 aa — ab)', Donc la racine cherchée est 
a~ f-y'" (2 aa — ab ). ' ' 

* t , * , . . * » 

xxxiri. 

Soit présentement proposé de prendre la exemple! 
racine cube de 

zaac — abc — bbc — (2 a — b)\F (aacc — bbcc), 
je commence par faire zaac — -abc — bbc=A 
et B=^ — (2 a — ■b)\/'{aacc — bbcc)’, 

ce qui me donne A 3, — -B % —2b+cc — 2 ab^cc 
qui n’est point un cube. Pour savoir ce qui peut 
le rendre cube, je le décompose en ses produi- 
sons , et il devient 2XccX(b — a). X Z» 3 ; d’où 
je découvre aisément qu’en le multipliant par 

i x,b Z? L. qui est une quantité quarrée, j’aura* 

un cube parfait, celui de 2 X (b — a) Xb , oii de 
2 bb—r 2 ab", et par conséquent que si, on mul- 
tiplie 1^ quantité proposée par — “ racine du 

• : , - - • •*' C 1 g 7 • ^ 
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quarré , on aura une nouvelle quantité 

(211 a — ab — bb) (2b-+-2a) — 

(2 a — b) (2b — 2 a)^ r (aa — bb) , 
dont la première partie représentant A , et la se- 

3 

conde B , donnera pour V (AA — B B) , e’est-à- 
dire , pour n , 2 hb — 2 ab. J e guppose donc que 
l’on m’eût en effet donné ces quantités pour A 
et pour B y et que j’en eusse tiré cette valeur 
de n ; dans ce cas l’équation, 4 p 3 — 3 pn — 
A — o donneroit 

4p3 — 3 p'X(2bb — 2 ab) -+- 
(bb-\~ab — 2 aà) X (2b — 2a)— o, 
à laquelle on trouveroit , par la méthode donnée 
dans la III e . partie , article XXXII , le diviseur 
p-t-a — b , c’est-à-dire , que la valeur de p seroit 
alors b — a; la substituant dans q=l/ r (pp — n), 
on auroit q=y r (aa — bb) 
donc b — a ± V (aa — bb) seroit la racine 
cube de la nouvelle quantité , ou , ce qui revient 
au môme , du produit de la quantité proposée par 

*h—ia 

c 

Donc es t ] a ra cine cube cherchée 

Vfr — z “) 

de la quantité proposée. 

Dans cet exemple , et dans tous ceux où la 
racine cherchée se trouvera affectée de radi- 
caux cubes, il est clair qu’on nesauroit , pour 
se dispenser d’employer la méthode précéden- 
te 3 avoir recours à la méthode de la III®. 
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Partie , article XXXVI , c’est-^-dire , qu’on 
11e pourra trouver aucun diviseur dans l’équa- • 
tion dont la solution aurait conduit à don- 
ner pour valeur d’x la racine cube cherchée. •: 
En effet , il est aisé de voir que l’équation 
x 6 —2x 3 X (zaac — abc — bbc-^-'ilfcc — 2 ab?cc) 
qui auroit donné .. ", 

x— V (2 aac — abc — bbc — (2a — b) V (aacc-bbcc)} • 
n’aurait point été dècomposable. 

Mais dans tous lés cas ou la racine cherchée 
doit être simplement composée d’un terme ra- 
tionel et d’un irratîonel du second degré, on 
parviendrait toujours à trouver cette racine eq 
décomposant l’équation dont la solution auroit 
conduit à cherchef la racine cube de la quanti- 
té proposée. Dans l’article XXXII, par exem- 
ple, où il étoit question de réduire l’expression 
3 ' 

x~y r (7«3 — 3a b-+-(5aa — ab)\f(2aa — ab)) 
on auroit pu trouver dans l’équation 

x&-+- (6a 2 b — 14 a 3 )Xx 3 — a&-h3 a s b * 

— 3a 4 ù 2 -t~rt3£3— 0 , 

d’où serait venue cette valeur de x ,une équa- 
tion du second degré xx — 2 ax -+- ab~aa=a 
qui auroit donné la même valeur de x . 

, • v; • • • XXXIV. 

' . .\ i 

Si les termes de la quantité, dont on .veut 
prendre la raciue cube , ont des diviseurs r 
on commencera par les mettre tous au même 
dénominateur, et on divisera ensuite la ra- 

1 4 

4L 
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cine cube du numérateur par celle du dénomi- 

•nateur. 5 

* XX X V. 

Méthode Lorsque la quantité proposée en partie com- 
ver'îes'racil mensurabïe et en partie incommensurable sera 
Ses u“ bes seulement numérique, on pourra trouver sa 
tés numeri.* racine cube plus aisément que par la méthode 
«èco£»e*£ précédente. • • . 

*urabies,etc. Car , en supposant d’abord que la racine cher- 

chée ne doive point avoir de radical cube , 
mais qu’elle soit composée d’un nombre en- 
tier et d’une partie radicale simple et entière 

3 

aussi, on tire de ce que p — q est l^(. A — B) 

lorsque p-\-q est ^(A+B ) , pu , ce qui revient 
au même , de ce que 

f a 

une maniéré simple d’avoir la partie commensu- 
rable delà racine cherchée , il ne faut pour cela 
(pie calculer en nombre entiers les plus proches 

les quantités V"{A — B)e 1 ^(A-^B), et prendre 
ensuite 1 a moitié de ces deux nombres pour avoir 
la valeur exacte de p. Car en prenant pour 

\Z~(A — B) et pour \T(A'+-B) 
les nombres entiers qui en approchent le plus , 
l’erreur qu’on peut commettre sur chacune de 
ces quantités ne sauroit être de y, et par con- 
séquent il ne peut pas arriver que le nombre 
entier qui en résulte pour 

. v'M-B) + ^(A+B) 
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c’est-à-dire , pour p , différé d’une unité de la 
Vraie valeur de p; et comme cette valeur dep 
doit être un nombre entier , elle sera donc exac- 
tement déterminé par ce moyen. 

Ayant ainsi la valeur dep , et sachant déjà 

celle de n, ou de l /(AA — B B) , on substi- 
tuera , comme dans la méthode précédente , les 
valeurs de p et de n dans q = ^ (pp~ n ) y 
l’on aura la seconde partie de la racine cube 
cherchée. 

Si la racine cherchée doit avoir ses deux ter- 
mes affectés d’un même radical cube , ce qu on 
aura reconnu en remarquant que A 2 B a 

n’étoit pas un cube parfait; il faudra , en sui- 
vant la même méthode que celle qu’on a em- 
ployée dans les quantités littérales , chercher 
le nombre par lequel on devroit multiplier 
A-h B afin que AA — B B fut tin cube 
parfait : et ayant trouvé la racine de la nou- 
velle quantité que devient A -h B par cette 
multiplication , on n’aura qu’à la diviser par la 
racine cube du nombre dont on s’est servi pour 
multiplier A -h B , et le quotient sera la racine 
cherchée. 

XXXVI. 

Supposons, pour montrer l’application de 
cette méthode , qu’on cherche la racine cube 
de rj 5 V 2 . Ayant fait A = r / , B = 5 [/ 2 , 

je trouve que n } ou V (A* r— ,5") = — i* Jere- 


♦ 


Applica- 
tion de la 
méthode 
précédentes 
un exemple. 
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3 

marque ensuite que la valeur de V (A-\-TS) , ou 

3 ' ’ 

de y/" ( 7 -h 5 v/~ 2) est plus proche de deux que 
de 3 ; ainsi je prends 2 pour l’exprimer ; re- 

3 

marquant de même que celle de !/(. A — B) , 

3 

ou de ^(7 — 5 y' 2) est entre o et 1 , mais plus 
proche de o, je prends 0 pour cette quantité, et 
j’ai, par ce moyen, p, ou 

z 

Je substitue alors cette valeur de p dans 
q = y/ (pp — n), et j’ai q— Ÿ 2 , d’où je conclus 
que , si la quantité proposée y 5 Ÿ 2 a une 
racine cube , elle est 1 -q- Ÿ 2. En effet , cu- 
bant 2 , il vient 7-H 5 K 2. 

XXXVII. 

Supposons présentemen t qu’on eût à prendre 
la racine cube de 5 -+- 3 y/'" 3 ; on trouveroit 
alors AA — B B = — 2 : or , 2 n’étant point 
cube , il faut chercher le nombre par lequel 
on auroit dû multiplier 5 - 1-3 1^3 pour que 
AA — B B eût été cube , ou, ce qui revient 
au même , il faut chercher le nombre le plus 
simple par le quarré duquel AA — B B , c’est- 
à-dire 2, étant multiplié, on aura un cube. Or, 
on voit tout de suite que 2 est lui-même ce 
nombre. Supposons donc que l’on se fut pro- 
posé de trouver la racine cube de io-i-6 K 3* 
Ça auroit eu alors n — — 2 et 
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OU ’ J(io+6vh)+>/(io— 6^3) 

auroit été i en nombre entier le plus proche. 
Je substitue donc ces valeurs de p et de n dans 
q (pp — n), et j’ai q — \f J examine 

maintenant si p 4- q , ou i -t- 3 est la racine 

cube de iq-4-6 yf 3 , et je trouve quelle lest 

èn effet. D’où je conclus que est la racine 

cube cherchée de 54-3\/~3. 

.XXXVIII. 


On simplifiera le calcul d’approximation par ca t; on d e i a 
lequel on détermine p, en remarquant qu au p^‘ c ^ ente> 
lieu de > 

y/(A+B)+^/(J— B) j 
z • 

on peut écrire; 

* 3, „ n 

----- 

V(A-hB) 

2 

à cause que n , ou 

y/-(AA—BB)=sr(A—B)xJr(A+B). . 

Or, cette expression est en effet plus simple 

B) 

que — * v ; • 

parce qu’il est plus facile de diviser par...* 

3 \T{A^-B ) , le nombre n qui est supposé déjà 

trouvé , que de calculer séparément )/~ {A — B ), 
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Application 
de la nou- 
velle métho- 
de. 


Cette nou- 
velle métho- 
de pourroit 
être fautive 
dans les cas 
ou ji et 3 
sont des sig. 
différens. 


L Ê M E N S 

XXXIX. 

Pour montrer l’usage de cette nouvelle for- 
mule ; appliquons-la à l’exemple de l’article 
XXXVI, où A étoit = 7, et B — 5 2; 

après avoir trouvé de même que dans cet ar- 

. 3 

ticle , que n = — 1 , et que V {A B) eu 
nombres entiers les plus proches étoit 2 , au 
lieu de chercher , comme dans le même ar- 
ticle, la racine cube approchée de 7 — 5 V 2, 
je divise n , ou — 1 par la valeur 2 de 

3 #*%•-■ m 

\ / '{A-\-B) ) ce qui me donne — à- que je substi- 
tue dans la formule précédente. » 

3 n 

y/(J+B )+- 3 ( 

| "■ — — — — » , 

2 

et j’ai ou 1 (prenant le nombre entier le 

plus proche) pour la valeur de p, ainsi qu’on 
l’avoit trouvé dans cet article par la formule 

ÿjA+B) + res t e s’acheveroit de même. 

2 ^ 

X L. 

Il est à remarquer cependant que cette nou- 
velle formule pourroit induire en erreur si A 
et B n’étoient pas de même signe ; car , dans 

le cas où ces quantités seroient de signes dif- 

3 

férens , la vraie valeur de V {A B) pour- 
roit être si petite auprès de n , que le nombre 
entier le plus proche qu’on prend à la place 
de cette valeur donneroit pour 
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3 n , 

s/{<*+B)+- 

1 

«n nombre qui différeroit du vrai d’une ou de 
plusieurs unités. Qu’on eût , par exemple , à 
prendre la racine cube de 45 — 29 V 2 en faisant 
A — 45 et B — — 29^2, on aurdit 1 pour 

3 ' 

le nombre entier le plus proche de ÿ~(A-\-B)$ 

3 3 « ' 

ou V (45 — 29 y 2) , et comme y {AA — BB) 

seroit alors 7, la valeur de p, ou de 

V (A+B) -t 

' • • ' " ‘3 * " . r 

— se trouveroit en ce cas de 4 , 

quoiqu’elle ne fût réellement que 3 , ainsi 

qu’on peut le voir par l’expression 

... - - : t fa+Bj+fa—B) -j . 

2 

de la méthode précédente. 

Mais pourvu que cette nouvelle méthode 
d’avoir p , soit d’un usage sûr, toutes les fois 
que A et B sont de même signe , il importe peu 
qu’elle soit applicable, lorsque ces quantités sont 
de signes différent. Car on voit bien que , dans 
ce cas , on n’a qu’à commencer par supposer 
A et B tous deux positifs, /et en prendre la ra- 
cine p-hq- Ensuite faire p du même signe que 
A , et q du même signe que B. 

Il ne s’agit donc plus que de s’assurer si tou- 
tes les fois que A et B sont de même signe , 
ou , ce qui revient au même si A et B étant 
tous deux positifs , on peut, sans craindre d’er- 


Ce qu’il 
faut faire en 
ce cas. 
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l/{4+B )+- — - — 

reur , substituer dans la place d© 

' -■? 2 


(A-\-B) le nombre entier le plus proche. 
Pour nous en convaincre, commençons par 
supposer, ce qui ne peut jamais aller si loin, 
qu’on se trompât de | en prenant pour. . . . 

I le nombre entier le plus proche. 
Dans ce cas la quantité qu’on trouveroitau lieu 


— — — — 

dep, seroit _V[^rBj± i p our f a i re voir 

que cette expression ne sauroit donner un 
nombre qui différé d’une unité de la vraie 
valeur de p , mettons dans cette quantité p-Hjj f 


au lieu de y' {A- h£), et pp—qq au heu de n, 

, pp— îî 

p-\~q ~t~ -iXjp^Z r ’ 

elle deviendra * de laquelle re- 


tranchant.p, ;On tire en réduisant ^—^7 pour 
l’erreur que peut apporter , dans la détermi- 
nation de .p, le choix qu’on a fait du nombre 

3 

entier, au lieu de \/ (A -{-$)*' Or, il est clair 
que cette’quantité ne sauroit jamais égaler 

car dans la première expression qu’elle 

renferme, le numérateur qA-\ étant plus pe- 
tit que la moitié de 2^-f-i , est, à plus forte 
raison, plus petit que la moitié de zp-yzq-yi : 

et, dans la seconde expression, ~~ qu’elle 
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renferme encore , le numérateur étant 

plus petit que la moitié de 2q, est par con- 
séquent plus petit aussi que la moitié de. . . . 
zq+ip—ï. ' 

Ainsi on ne sauroit se tromper d’une unité 
en déterminant p par la méthode précédente, 
et par conséquent toutes les fois qu’une quan* 
tité comme A-\-B ( dans laquelle il n’entre 
que des nombres entiers, soit sous le signe ra- 
dical : soit devant ce signe ) devra ayoir une 
racine ctibep-f-q, qui ne contienne aucun 
nombre fractionnaire, on trouvera cette racine 
par la méthode précédente. 

. ' . X bi. 

• i ' * • 

Mais si la quantité A -4- B * quoique déga- 
gée de toute fraction , tant sous le signe ra- 
dical, que hors de ce signe, devoit avoir une 
racine cube qui contînt des nombres fraction- 
naires, telle que la quanticé 2 -H K 5 , dont la 
racine cube est 5, la méthode précé- 

dente, aussi biêri que celle de .l’article XXXV, 
ne donneroit rien alors, etjetteroit dans l’erreur 
en faisant croire qu’il ft’y auroit point de ra- 
cine cube à espérer. • , : ! * - , 

Pour remédier à cet inconvénient, il faut 
commencer par chercher directement quelles 
sont toutes les especes de racines fractionnaires 
dont les cubes pourroient être des nombres 
entiers. 


/ 


Cas où la 
méthode 
précédente 
pourroit in- 
duire en er- 
reur. 


Moyens de 
s’en garantir 
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Pour les trouver , soient représentées toutes 
ces racines par ; p et m étant supposés 

des nombres entiers qui n’ont aucun commun 
diviseur, q la racine d’un nombre entier, 
qui ne permet aucune réduction avec le nom- 
bre n. En élevant cette quantité au cube, on 
aura pour la partie rationellej et. . . 

pour la partie incommensurable. 

De plus par les conditions du problème que 
nous cherchons à résoudre, tant la première 
quantité quelle coefficient 

de la seconde, doivent être des nombres 
entiers. , 

- a- . a 

Soit d’abord égalé à h, que je sup- • 

pose exprimer un nombre entier. On aura donc 
q 2 -=hn3 — mais cette quantité doit être 

un nombre entier par l’hypothese; donc 
doit être üus$i un nombre entier : donc doit 

[ * ' • ' . m , , 

l’être encore, et partant n doit être un mul- 
tiplie de m. 

Cela posé, soit fa \tn—ml, on aura. ...... 

q 1 =am 3/3 — 3 p^l 2, , mettant ces valeurs de 
n et de q 2 dans^’-f^, cette quantité de- 
viendra âprès les réductions 

qui doit être un nombre entier. Or p et m 
n’ayant auclui commun diviseur, cette qüan- 

: tité 
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tité ne sauroit être un nombre entier, que 
m ne soit, ou 1, ou 2. Voilà donc rn fixé; 
quant à n , oü à ml ^ on voit bientôt qu’il doit 
être égal à m , parce que l’équation q 2 =hm 3 l 3 

— 3 p 2 l 2 donne ~=\/ r '(hfn^l-^- 3 p 2 ) et partant 

ou , qui apprend que 

la seconde partie de la racine ne peut pas avoir 
d’autre dénominateur que la première, et que 
ce dénominateur, par conséquent, ne peut 
jamais être non plus que 2, ou I. 

Ainsi , lorsqu’on n’aura pas réussi à trouver, 
par la méthode précédente , la racine d’une 
quantité A-\-B , dont la partie rationnelle, ou 
cOmmensurabîe A , et l’irrationnelle B seront 
des nombres entiers , on n’aura qu’à multiplier 
cette quantité par 8 , et chercher par la même 
méthode la racine cube de la nouvelle quan- 
tité qu’on aura par cette multiplication , et si 
oh ne réussit pas , on sera sur que la quantité 
proposée u’étoit pas cube *, si on réussit , la m<® 
tié de la racine cube qu’on aura alors, sera œlle 
qu’on cherchoit» 

X L ï i: 

Lorsque le nombre A et le radical B seront 
fractionnaires , il est clair qu’il faudra , ainsi 
que dans l’article XXXIV , mettre A et B au 
même dénominateur , puis diviser la racine cube 
du numérateur par celle du dénominateur* 

Tome IL K 
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X L I I I. 

f^requandu l’ on avoit à prendre la racine cube d’une 
racine cube quantité composée de deux radicaux du second 
somme"' dé degré , soit que cette quantité soit numérique, 
deu* radi- ou qu’elle soit littérale , il n’y auroit qu’à la 
multiplier parle cube de l’un des radicaux que 
contiendroit cette quantité. Le produit étant 
alors dans le cas des quantités qu’on vient de 
traiter, on en prendroit la racine cube de la 
même maniéré , et on la diviseroit par le radi- 
cal dont le cube auroit servi de multiplicateur 
à la proposée. 


X L I V. 

i 

comment Lorsqu’on voudra prendre la racine qua-, 
radne '"qui- trieme d’une quantité comme A H- B , on n’aura 
trieme de* d’abord qu’à en chercher la racine quarrée : car 

quantités de , U . . 1 . \ 

meme espece si on n en trouve pas , a plus forte raison n en 
<édent«. pre -* trouvera-t-on pas de racine quatrième , ou quar- 
rée quarréç. Si on en trouve une, il ne sera plus 
qg^stion que de trouver la racine quarrée de 
la quantité que la première extraction aura 
donnée. 


Ce qu’il faut 
faire toutes 


X L V. 

Il ensera de même toutes les fois qu’on aura 


les fois que une racine à prendre, dont l’exposant sera pair, 
îa^acine'cst il faudra commencer par la racine quarrée , et 
piir ' le Problème sera réduit à prendre une racine 
d’un exposant qui ne sera que la moitié du 
premier» 
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♦ X L V I. 

Si l'on vouloit la racine cinquième d’une p our i es 
quantité A -j- B telle que les précédentes, il cines cia-» 
faudrait suivre une méthode semblable à celle qu ‘ wnes * 
qu’on a suivie pour la racine cube. Au lieu des 
deux théorèmes, par lesquels onapprenoit que 

a 

et qu e y r { A 2 — B 2 ) =p 2 — q 2 ^ on auroit 
ceux-ci 

P i 

et \T{A 2 — B 2 )— p 2 — 7 ®, dont on feroit le' 
même usage que des précédents. 

X L V I I. 

• - ■ 

Il en seroit de même pour les racines plus éle- 
vées. Que m soit l’exposant de la racine qu’on 
se propose de prendre d^ A-\ -B , on aura 

ces deux théorèmes p—yA+ B }+\A A ~. B ) et. . , . 

. ' . ^ a ... 

m • ■ . ■ : • 

V^{A 2 — B 2 )—p 2 — q 2 qu’on emploiera encore 
de la même maniéré que dans les racines 
cubes, i , . 

Pour démontrer ces théorèmes en général , 
il ne sera question que de faire voir que si 
A -p B est la puissance m de p -f- q, A — B sera 
celle de p — q ; car il suivra de-là nécessaire- 

m m 

ment que \A(A — #)Xv^ (A~irB) sera. 
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(p-hq)><(p—q) , ou pp—qq, et que. ; 

sera ?±tfc«, ou 77. . /• 

Quant à la démonstration de ce que A 1 — B 
est la puissance m dep — q , lorsque A -h B 
est celle de p-\~q, elle seroit aisée à trouver 
si on vouloit y arriver par l’induction. Car , en 
donnant successivement différentes valeurs par- 
ticulières à m , et reconnoissant la vérité de ce 
théorème dans chaque cas particulier , on ne 
douterpit. pas qu’il ne fut généralement vrai. 
Mais on ne sauroit se contenter d’une pareille 
maniéré de démontrer, qu’au cas que l’on ne pût 
pas trouver une expression générale pour la 
puissance m de p q , et pour celle de p — q • 
il faut donc chercher cette expression générale, 
qui est bien propre d’ailleurs à exciter la cu- 
riosité de tous les Analystes. 

X L V I I L 

' ' “ * ... 

De la ma- Pour parvenir à trouver la valeur générale 

niere d'éle- - * • * M ~ ' . 0 

mVàuîiepiU de , ou de p-hq multiplié par lui- 

tonque.' 1 * 1 *" nî ême autant de fois moins une que l’unité est 
contenue dans m , commençons par chercher 
dans ce que nous avons vû précédemment , ce 
qui peut avoir du rapport avec cette opération. 
Reprenons dans cette vue ce que nous avons dit 
clans la IIP; Partie , article II , où nous avons 
Formé une équation par le produit de ses ra- 
çines x -+- a ,_x -f- b , x - c, etc. où nous 
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avons trouvé la loi suivant laquelle dévoient 
être composés tous les termes de ce produit. 
Il est aisé devoir que tous ce que nous avons 
dit alors pourra s’appliquer ay cas présent , en 
supposant que toutes les racines sont égales. 
Or , les réflexions données dans la lll* me Par- 
tie , article II , sur l’équation dont les racines 
sont x-\-a y x-\~b ,x-\-c y etc. consistoient 
en ceci. 1 

1 °. Que le premier terme de cette équation 
n’est autre chose que x élevé à une puissance 
égale au nombre des racines. 

2°. Que le second terme contenoit x élevé 
à une puissance moindre d’une unité , avec un 
coefficient égal à la somme des racines. 

3°. Que le troisième terme étoit composé 
de x élevé à une puissance moindre de deux 
unités , et avec un coefficient égal à la somme 
de tous les produits des racines prises deux à. 
deux. 

4 0 . Que le quatrième terme renfermoit x 
élevé à une puissance moindre de trois unités , 
avec un coefficient égala la somme de tous les 
produits des racines, prises trois à trois, et 
ainsi des autres termes. 

Si on applique donc ces remarqués dans Te 
cas présent où toutes ces racines sont égales 
et où leur nombre est exprimé généralement 
par m, on verra 

Que le premier sera x m y 

K 3 
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Que le second sera x m ~ 1 multiplié par m a, 
puisque toutes les racines sont égales à « , et que 
leur nombre est m \ 

Que le troisième terme sera a 1 *""* avec un 
coefficient égal à a 2 , pris autant de fois qu’il 
y aura de produits ab , ac , J)c , e te. dans le 
coefficient du troisième terme de réquation 
donnée par le produit des racines x -4- a , 
x-\-b, etc. dont le nombre est' supposé m , 
puisque tous les produits ab , ac , bc , etc. 
doivent tous être égaux chacun à a 2 lorsque 
b, c , etc. sont égaux à a ; 

Que le quatrième terme sera x m ~i avec un 
coefficient égal à «3 pris autant de fois qu’il 
y aura de produits abc , abd acd , bed , etc. 
dans le coefficient du quatrième terme de l’é- 
quation, dont le nombre des racines x-\-a, 
x -4- b , x -h c , etc. est m , et ainsi des autres 
termes. 

La question est donc réduite maintenant à sa- 
voir ce qu’un nombre de m de lettres peut don- 
ner de produits ab, ac ,bc , etc. prises deux à 
deux ; de produits abc , abd , bed, acd , etc. 
prises trois à trois; de produits abcd , abde , 
abce , aede , bede , etc. prises quatre à qua- 
tre , etc. Car , en supposant que ces nombres 
soient trpuvés , et qu’on les exprime par A , 
B, C, Z2,etQ. on aura.x m -\-rnax m '“ i -+-Aa i af , ‘ ~ * 
-\~Ba3x m ~ 3 -+-Ca\v m ~*-+-Da$x m ~s-\- etc. pour 

9 » 

représenter la valeur cherchée de ( x+a ). 
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Pour trouver , premièrement , ce qu’un nom- 
bre m de lettre a,b,c, etc. peut donner de 
produits de deux lettres ab , ac , bc , etc. en 
les combinant de toutes les maniérés possibles; 
commençons par remarquer que lorsqu’on aura 
formé tous ces produits, on aura écrit deux fois 
plus de lettres que de termes. 

Remarquons ensuite que chacune des lettres 
a , b , c , etc. doit être répétée le même nom- 
bre de fois , et que chacune ne pouvant être 
multipliée que par toutes les autées , et non 
par elle -même , ne sauroit être répétée aue 
m — i de fois : donc le nombre de lettré? à 
écrire , en formant tous ces produits , doit être 
m X(m — i) , donc le nombre de tous ces pro- 
duits doit être ;etc’est-làlavaleurde/^, 

on du coefficient du troisième terme de la 
formule cherchée. 

Quant au coefficient du quatrième terme 9 
c’est-à-dire , au nombre de produits à trois let- 
tres abc , abd , acd., bcd , etc. que peuvent 
donner un nombre m de lettres y a } b , c , d % 
etc. prises de toutes les maniérés possibles 
trois à trois , pour le trouver , nous remarque- 
rons d’abord que ce nombre doit être le tiers 
de celui des lettres qu’on écrit en formant tous 
ces produits. 

Nous remarquerons ensuite que chacune de 
ces lettres doit être répétée le même nombre 
de fois , et que ce nombre doit être celui qui 

K 4 
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exprime combien de produits de deux lettres 
doivent donner toutes les autres lettres ; car il 
est évident que chaque lettre , a , par exem- 
ple , doit être jointe à tous les produits b c , 
bd , cd , etc. des autres lettres prises deux à 
deux. 

Le nombre de fois que chacune des lettres 
a,b,c,d, etc. doit être répétée, est donc 
celui qu’un nombre m — i de lettres b , c , 
d, etc. donne de produits de deux lettres. Mais 
on vient de voir que , lorsque le nombre des 
lettres étoit m , le nombre de leurs produits 
dÉix à deux étoit la moitié du nombre m , 
multipliée par le nombre m— i , qui est moin- 
dre d’une unité. Donc , lorsque le nombre des 
lettres est m — i , il faut prendre la moitié 

de ce nombre, et la multiplier par m — 2, 
qui est moindre d’une unité que m — 1 , c’est- 
à-dire que est le nombre de fois 

que chacune des lettres a, é,c, etc. sera répétée 
dans tous les produits en question; et comme 

le nombre de ces lettres est m, m ■ 

sera par conséquent le nombre de toutes les 
lettres écrites. Donc le nombre chèrché des 
produits à trois lettres abc , abd , etc. sera. . 
*” ; et c’est la valeur de 5 , ou du 

coefficient du quatrième terme. 

A l’égard du coefficient C du cinquième , 
ç’eshà'-dire , du nombre de produits de quatre 
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lettres que doit donner le nombre m de let- 
tres, on trouvera de même qu’il doit çtre 

m (m— i) (m—a) (m — j) 

2 X 3 X 4 

parce que ce nombre doit êtrelequart de toutes 
les lettres écrites dans ces produits \ que cha- 
cune de ces lettres doit être répétée le même 
nombre de fois , et combinée avec tous les pro- 
duits de trois lettres que donne lenombre m — 1 
de lettres ; et qu’enfin ces produits de trois lettres 
donnés par le nombre m — 1 de lettres , doit être 
{m-i) 2) p gr | a m g me ra i S on que. .;, 

m ^Tx) est ce ^ des P r °duits de trois 

lettres que fournit le nombre m de lettres. 

Formant de même tous les autres coefficiens, 
etsubstituant ensuite dansla formule précédente 
à la place de A , B , C, D ,E , etc. leurs valeurs 
ainsi trouvées, on aura enfin a" + ma x m “~ I 

-4 -m X 

. m (m— 1 ) (m— 2 ) {m— 3^4 

■ I— -■ . — ■ — — , . , — — /U' ' X *•«)»•••••••••• k 

2x3x4 ' 

m (m—i ) (m 2) (m- 3) __ (m—j ) ^ 5 r>B — y _j_ gtc. pour 

“ 2X3X4XJ 1 

la puissance m de x-V -a. 

' m 


Par la même raison, la valeur de (p-+-q), 
dont on avoit besoin article XLVII, sera.. 

p m +rnqp m — l +-—p^q 2 p m - 2 ......... .i 

-+- etc. 

X L I X. 

Quant à celle de (p — q) m , il est évident que 


Formule gé- 
nérale pour 
l’élevaiion 

de r-H à la 
puissance ». 
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pour la trouver , il suffira de faire q néga- 
tif dans cette formule ; ce qui la changera en 


p m — mqp m ~ l )g *pm-* 


-qip 


2 

* 


etc. 


L. 


Démons- A ^ on veut présentement démontrer le théo- 
théorôme a u reme Article XLVII , on commencera par 
l’art xl vu* remarquer que A est la somme de tous les termes 

^ etc. 
dans lesquels il n’entre aucune puissance im- 
paire de q , et que B est la somme de tous 
les termes 

mqp~-, fe ffrV p»->, 

mim-i) (m-i) (m-)) (m-*) 

ÔÔX4XÏ * P 9 

<>ù q ne se trouve jamais qu’à une puissance 
impaire. 

On verra ensuite que A-+-B est la pre- 
mier© formule, et A — B la seconde , ce qui 

étoit le point ou la difficulté étoit réduite , ar- 
ticle XLVII. 


L T. 

tion Ap <fe !lC îâ lorsqu’on voudra employer la formule pré- 

cédente T*" c ^ente pour élever un binôme quelconque à 
exemple, une puissance donnée , rien ne sera plus facile 5 
on n’aura qu’à substituer dans la valeur précé- 

m . 

dente de ( p -+- q ) à la place de p le premier 
terme du binôme donné , à la place de q le se- 
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cond et à la place de m l’exposant de la puis- 
sance à laquelle on veut élever le binôme pro- 
posé. Qu’on propose , par exemple , d’élever 
3 ac — 2 bd à la cinquième puissance \ je fais 
3 ac—p , — 2 bd=q, 5 =m , 

et j’ai d’abord p' r ’=(3fflc)=243Æ 5 c 5 . 
?nqp m ~ l = 5 X ( — 2bd) (3 ac)= — 8io a+bc^d. 

m 2 p m ~ a = i o^bbddÇüac) 

= 1 080 a^bbc^dd. 


qZp™-î = io ( — 2 bd) 


m (m — i) {m — i) 

ixT 

(3 ac)= — r f 2 oa z b 3 c s ‘d 3 . 

m (m— i) (m— a) {.m-)) _ 

iXjX* 1 * 

4 ' 

5 ( — 2bd) (3 ac) = 240 ab^cd*. 

m (m— 0 (m— i) (m— ))(w— 4) 5 _ 

2 XjX*Xï " V 


i X ( — 2bd)(3ac)^: — 32 b s d 5 . 

' A l’égard des autres termes , leurs coeffiçieqs 
ayant tous pour un de leurs produisans ra-™-§, 
qui est zéro par la supposition que m— 5, ils 

* 5 

doivent toujours être nuis 5 ainsi (3«c — 2 bc) 
aura pour valeur 

243« 5 c 5 — 8oiort 4 ^c 4 ^-+-io8oa3i a c3^ a 
— j2oa z b3c z d^-+ 2.40 ab+cd * — 32 b 5 d 5 . 


Ia I I. 


Lorsqu’on voudra élever à une puissance 
donnée une quantité composée déplus de deux 


\ 
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Comment termes , on le pourra encore facilement par là 
?« n a io?mÏÏe m ême méthode. Qu’il s’agisse, par exemple , 
Sux Ce quami- rï’ un tl ^ nome j en nommant p le premier terme 
tés de plu* de ce trinôme, q la somme des deux autres, 
nfes. eux difficulté de l’élévation du trinôme sera ré- 
duite à celle du binôme, puisque chacun des 
termes rnp m ~'q, , etc. 

ne renfermera pas de quantité à élever plus 
composée que des binômes. 

Et lorsqu’on aura un polynôme plus com- 
posé, on réduira toujours la difficulté à l’élé- 
vation d’un polynôme plus simple. 

LUI. 

Pour donner un exemple de la maniéré 
dont on emploie la formule précédente à l’élé- 
vation d’une qua n tité qui a plus de deux termes, 
soit proposé d’élever a~\~2b — c à la quatrième 
puissance. On fera./?? = 4 , p=a , qz= 2 b — c; et 
substituant ces valeurs dans la formule, on 

aura 

p m =:a* , mqp m ~*—^(2b — =8«3£— 4«3 C> 

) q 2 p m ~ l =6(2b— C ) a 2 = 24a 2 b 2 
— 24 a 2 bc-\-6a 2 c 2 3 

= 4 ( 2 b — c ) a=2i2ab s „ 
— àfiabbc-\r 2^abcc — 4 ac^ , 

1 66 4 — 4(26) c-+-~(2^) c 2 
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j x 3 JXGWO, 4== 
iX) — ' ^ ^,iXjX+ 

i6b* — 3 2^3 c -(- 2^bbùc — 8bc-\rc* , 

4 

et partant («H- 2& — c) —a^-\-8a } b — 4 a'c 
-f- 2$a 2 ‘b 3 ” — 2.^a 3 ‘bo-\-6a a ‘ c a -4-32 ab* — /fôabbc , 
•4-24 abcc — 4 ac*-\- 1 6b 4 — 82b'c-\-2^bbcc 
—8bc'±c*. 

L I V. ' 


Après avoir trouvé la formule précédente* ■ 
on ne pouvoit gueres tarder à soupçonner 
qu'elle devoit s’étendre à d’autres puissances' 
que celles qui sont des nombres entiers et po- 
sitifs. Il sufîiroit d’avoir reconnu qu’ilyavoit 
d’autres puissances que celles-là pour vouloir 
y appliquer cette formule. Ayant reconnu , 

n 

par exemple , qu’au lieu de a , on pouvoit 

I 

écrire a n * on aura imaginé aussitôt que lors- 
qu’il étoit question de prendre la racine n 
d’une quantité complexe quelconque repré- 


sentée parp-H?, on n’avoit qu’à faire 
dans la formule précédente , ou, ce qui revient 


au meme , on aura pensé que 

I I I f I N I 

n 1 « 1 n • V n ) n ^ - a • t . 

P+nP ÇH : P 9 ~b G te. 


devoit exprimer (p-+-q ) n , ou la racine n de 

J P-+-Î* 
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voir que la 
formule pré- 
cédente a lieu 
encore lors- 
que l’expo- 
sant est frac- 
tionnaire. 
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De même on aura soupçonné qu’au lieu 

'i 1 „ * / 

de « ou de ( P-H/0 - ' 1 , on n’avoit qu’à faire 

77i— — n dans la même valeur de (p-H?), ce 
qui donnoit 

— n — n — i — n— î t 

p — np . q — n - ~ n ~')- p q — etc. 

En un mot, l’ordre et la généralité qu’on 
«voit toujours trouvé dans les opérations 
analytiques, dévoient faire penser que, quoi- 
que la formule précédente n’eût été d’abord 
trouvée qu’en supposant m entier et positif, 
elle pouvoit aussi s’appliquer à toutes autres 
valeurs de m. Mais , si la vraisemblance de 
cette généralité de voit frapper tous les géo- 
mètres, elle ne pouvoit pas seule les conten- 
ter.^ L’effet principal qu’elle devoit produire 
sur leur esprit, étoit de les engager à cher- 
cher une démonstration rigoureuse. Voici 
une maniéré de trouver cette démonstration , 
qu’il n’étoit pas bien difficile d’imaginer. 

Soit proposé premièrement de faire voir 
que la formule en question peut s’appliquer 
toutes les fois que m est une fraction quelconque 
positive', * ou, ce qui revient au même, soit 
proposé de trouver l’équation A (Voyez la 
table i ci-jointe) laquelle devient l’équation 

B , en divisant les deux membres par p n et 
èn faisant— = 7 . 

p y - 

- Mais , pour prouver l’équation B , il suffit 
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de faire voir qu’en élevant ses deux mem- 
bres à la même puissance n y il viendra des 
quantités égales, cest-à-dire, (en faisant.... 



,T(T-)(T— ) . 

^ IX} Z -+- etc.) 

qu’il s’agit de prouver l’équation D. 

Or, comme r et n sont deux nombres en- 
tiers, on peut faire les élévations indiquées 
dans cette équation, par le moyen de la va- 


leur générale de (p-H?) J ce qui donnera l’é- 
quation E. 

Le problème étant réduit à prouver l’équa- 
tion È , ’ü faut trouver par la valeur de 
celles de s 2 , s 3 , s * , etc. multiplier ensuite la 
valeur de s par n, celle de s 2 par ■ ” celle 


de par n(n - , celle de s* par. . , 

' ir<.n—\yu— z)(«— }) 

ïxjxi » eic * 

afin d’avoir des valeurs de tous les termes du 
second membre de l’équation E. Ces valeurs 
trouvées et écrites les unes sous les autres, on 
formera l’équation F , laquelle, en faisant les 
réductions que demande le second membre, 
devient l’équation G , qui est la même que 
l’équation E . Donc l’équation A, qui avoit 
donné cette équation, est prouvée. Donc il 
est vrai, en général, que la formule de l’ar- 
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ticle XliVIII s’applique aussi bien aux puis- 
sances fractionnaires quelconques positives, 
qu’aux puissances entières positives. 

La même I* 

enco'rè* aux Pour faire voir présentement que la même 
puissances formule s’applique également aux puissances 
ncganves. n( ig at j ves ^ so it entières , soit fractionnaires , il 
s’agit de prouver (Voyez la table 2 ci-jointe) 
l’équation A , dont le secondmembre est celui 
que donne la formule de l’article XLVIII, en 

faisant /7Z = — r -. 

Il est évident qu’au lieu de prouver l’équa- 
tion A, on peut se contenter dé prouver l’é- 
quation B, qui revient au même que la pre- 
mière, en faisant z= — , et multipliant les 

r \ 

. . 7,1. r . • / . . . • • 

deux membres par p H . 

Il est évident, de plus, qu ? au lieu de la 

" ; « • 

quantité (i-f-z) , on peut écrire. 

— , et par conséquent l’équation B de- 






vient l’équation C. Mais, comme dans le 
premier membre de cette équation, on peut 




, ,) 


substituer à (r-Bz) sa valeur tirée de la for- 
mulé de l’article lIV, il est clair qu’il suffit 
de prouver l’équation D. Or, pour prouver 
cette équation, il suffit de multiplier le second 

membre 
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membre par le dénominateur du premier, et 
de s’assurer que le produit qui en vient est 
l’unité numérateur du premier membre. C’est 
ce qui arrive en effet; car, faisant la multipli- 
cation, il vient pour produit la quantité E, 
dont le premier terme, qui est l’unité, est 
le seul qui reste après la réduction. Ainsi ont 
est assuré présentement, par une démonstra- 
tion, que la formule de l’article XLVIII a 
toute la généralité qu’on ne faisoit d’abord 
que lui soupçonner. 

L V t. 


Quelqu’assuré qu’on soit d’une vérité par 
une démonstration générale , on ne sauroit 
guères se défendre de cKercher à la voir 
confirmée dans quelqu’application .particu- 
lière. Sachant , par exemple , que la formule 
précédente donne l’élévation des quantités 
quelconques à des puissances fractionnaires, 
il est naturel qu’on veuille l’appliquer à 
quelque quantité qu’on sache avoir exacte- 
ment une racine ou puissance fractionnaire. 


Soit , par exemple , la quantité i + 2 i ,, Exemple 
4- 0 , dont on cherche la puissance î ; ou , quarréepm» 
ce qui revient au même , la racine quarrée. Fed e a /éié^a- 
Ayant fait p — 1 , q = 2 £-+- b 2 , et in = ; uondespui*. 
dans la formule précédente, on trouvera.. 

Le premier terme. ..... p" = 1. 

Le second. ,m p m ' x q — h- j-.j b 2 . 

Le troisième 2 = — {b 2 — ~£ 3 — %bi 


Tome II. L 
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Le quatrième p m —)q 3 = 

*+*d^ 5_ +~7^ 6 * * 

Le cinquième ” ^p m- 4^4 — — ££4 
. — ^ 5 -4|^Z X l 3 7_ T l-è8. 

Le sixième , etc. 

et c’est la somme de tous ces termes qui doit 
être la racine cherchée. 

A l’inspection de cette quantité, on a de 
la peine à croire qu’elle puisse se réduire à 
i -h b qu’on sait être la racine cherchée. Mais 
la généralité de la démonstration précédente, 
et une certaine expérience du calcul , assu- 
rent bientôt de cette réduction. 

En ajoutant tous ces termes , on remarque 
que le premier terme i reste tout entier; 
que le second b-\-~b a se réduit à b, parce 
que la partie î b 2 de ce second terme est 
détruite par la même quantité contenue 
négativement dans le troisième terme — ~b' 
— i£3 — i£4 • q U e ce qui reste du troisième 
terme — - b 3 — ? après la destruction de 
'-b* , est entièrement détruit aussi parle qua- 
trième ~ £4-4- f£ 5 “Hrë dont il ne 

reste plus alors que f b* H-§& 5 b 6 . Ce v 

reste du quatrième terme se trouve détrui 
de même par le cinquième terme ; et en 
poussant les réductions plus loin , on voit 
que tout s’évanouit dans la quantité précé- 
dente , excepté i -f- b , ainsi que cela devoitj 
arriver. 
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L V I I. ; 

Outre, que cet exemple et tous ceux de 
même nature , qu’il est aisé de former , con- . l °r*qu« 
liraient , pour ainsi dire , par expérience , «'ont point 
la proposition démontrée , article LI , ils 
montrent en même temps une utilité réelle!? tro “ v « 
de cette proposition ^ puisqu il en resuite par u tné- 
une méthode pour extraire les racines de *in«. prece * 
toutes les quantités qui sont des puissances 
complettes. Mais ce. n’est pas là le seul avan- 
tage qu’on en puisse retirer. Lorsque la 
quantité proposée n’aura point de racine 
exacte, on en pourra trouver une appro- 
chée par la formule précédente. . v .. 

Qu’on cherche, par exemple , la racine 
cinquième de la quantité a~hb. En substituant Exem P le * 
la plus grande des deux parties de cette 
quantité qu’on suppose être « à la place de 
p , la plus petite b à la place de q , et \ à 
la place de m , on aura pour la racine cher- • 
chée 


a 


l a 


"sa 1 x ^ 1rs 


1 X 4 X 9 X 14 


* b —ÜU, a 


1X4X9 


a 


b*-\- 


1 2X5X'iJ 
1X4X9X14X19“”^ 


a 


2X3X4XJXJUJ 

*i2> 4 


* 4 

“ ‘ £3 
-etc. 


2x3x4x62; 

î' / b rbb , , W tib* \ 

ou « 5 X( i-t-,; etc J 

Or, quoiqu’il. fallut former de la même Céquec’m 
manière une infinité de termes j pour que ^’ u l p * 
la quantité précédente , qui est de celles fi««' 
qu’on appelle suites ou séries infinies , ex- 
primât exactement la racine cherchée , il est 

La 


une icna 
ou tuile in- 
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certain néanmoins qu’en se contentant de 
prendre un grand nombre de ces termes, 
on approche extrêmement de la valeur de la 
racine cherchée. S’il arrive même que a soit 
considérablement plus grand que b , on n’a 
besoin que de peu de termes pour appro- 
cher sensiblement de la vraie racine. 

Qu’on suppose , par exemple, on 

aura pour les six premiers termes de la suite 
précédente r.vt ....... 

X ' ; *. • * 

n}( T _l__I ?___J JL Lî 1 3 9_9 \ 

** \ *> 1500 £ 25 oo 6*5 o O o *56*500000 /• 

Or, si l’on fait attention à la considérable di- 
minution successive de ces six termes, on voit 
que ceux qu’on pourroit y joindre, seroient si 
- petits, qu’ils 11e valent pas la peine "d’être 
cherchés. ' 

L V I I I. 

Toute* sor- J L’utilité de la formule des puissances ne se 
tîtéspeuvenï borne pas encore à trouver par approximation 
en 7 én« ui Tr toutes sor tes de puissances fractionnaires ou 
u * (ôVawïc négatives; elle est infiniment plus étendue en 
precedente- servan t à réduire en séries toutes sortes de 
quantités où il entre tant de signes radicaux, 
diviseurs, etc. qu’on voudra. Qu’on ait, par 

exemple, la quantité en r £_ 

■ ■■ • • 

* \ m . . ' 3 

duisant d’abord les deux quantités 

— b) en séries, et les ajoutant, puis en- 
levant la série qui en est la somme à la puis- 
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sance \ , on formera une nouvelle série, qui, 
étant multipliée ensuite par celle qu’on trou- 
vëroit de même pour ■ 1 . j 

5 5 — I 

ou (a-+-b')—y r (a — b)), donneroit enfin une 

seule série pour exprimer la quantité p opo- 
sée. Or, indépendamment de l’avantage d’avoir 
par approximation toutes les quantités compo- 
sées de radicaux et de diviseurs complexes, 
il y a une infinité de cas où il est très-utile, 
pour des démonstrations, que les quantités à 
traiter , soient délivrées de radicaux et diviseurs 
complexes , ainsi qu’elles le sont par leurs 
transformations en séries. Mais il est teins de 
retourner à la résolution des équations. 



Equation la 
plus compo- 
sée du troi- 
sième degré. 


ÉLÉMENS, 

D’ALGEBRE. 

CINQUIEME PARTIE. 

Résolution des équations du troisième et du 
quatrième degré. 


Lorsqu’on a voulu passer des équations 
ëxprimées généralement par aaf"—b et ax xm 
-+-6x*=:c , à celles qui contenoient, outre ces 
termes, les intermédiaires, on a bientôt senti 
des difficultés qui ont lait abandonner l’espé- 
rance de résoudre ces équations en général. 
On n’a pu parvenir jusqu’à présent qu’à la so- 
lution de celles du troisieifie et du quatrième 
degré , encore la méthode qu’on a trouvée 
pour les résoudre, souffre-t-elle une exception 
considérable : voici le chemin qu’on a dû suivre 
en découvrant cette méthode. 

I. 

Soient représentées par l’équation jy 3 -t-rfy* 
-\-ey-^f=:o , toutes celles du troisième degré. 
Si on pouvoit réduire cette équation à une 
autre , qui n’eut que le’premier et le dernier 
terme, il est évident que ce seroit l’avoir ré- 
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solue. Or, le moyen le plus naturel de trans- 
former une équation en une autre, dans la- 
quelle ôn soit libre de faire quelques change- • 
mens, c’est de substituer dans cette équation , 
à la place de l’inconnue , quelque quantité , 
dans laquelle on laisse une lettre indéterminée*, 
afin de pouvoir s’en servir à volonté. 


fl I. 

Soit donc substitué dans cette équation 
aH~r au lieu deyr, il viendra x-+- (3 r-±-d)xx Tnn*forJ 
-t-(3rr-4-2rfr-t-e)Æ;-f-r3-f-^r a -l-e7^-/=o, que “JÜeHe o" 
l’on écrit aussi de cette maniéré: &.tév»no U .«> 

x 3 4- 3 rx 2 4- 3 rrx -4- r 3 =0 
4- d 4 - idr 4 ~dr x 
4 - e 4 ~er 

“h/ • 

Comme on est le maître de r dans cette 
équation, il est aisé de voir qu’on peut par 
son moyen faire évanouir . celui des termes 
qu’on voudra , mais aussi on n’en sauroit faire 
disparoître qu’un à la fois. 

Qu’on fasse, par exemple, 3r-H?=o, ou 
r— — \d , le second terme s’évanouira, et l’é- 
quation deviendra. 

x 3 4- &x 4~ -jj d 3 — o 

dt_ 

f 

Si on fait, au contraire, 3rr4-2cfr4-e=o , 
ou r— — \d-+ÿ r ( — j--\-\dd), le troisième ter- 
me s’évanouira, mais les deux autres resteront. 

L 4 


tin terme 
quelconque 
ee cette é« 
' quation. 
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Si» on vouloit faire évanouir le dernier 
terme, il faudroit faire -\-dr 2 et 

alors pour avoir r, il faudroit résoudre une 
équation pareille à la proposée. 

Avec un peu de connoissance du calcul, on 
idevoit bien s’attendre que la substitution de 
x-+-r à la place de y ne pouvoit pas faire éva- 
nouir plusieurs termes à la fois, parce que 
l’introduction d’une ineonnue ne peut servir 
qu’à résoudre une seule équation ; ou , ce qui 
revient au même , à remplir une condition : 
or, l’évanouissement de chaque terme fait une 
condition. Mais si, par cette transformation , 
on n’est pas parvenu entièrement au but qu’on 
avoit eu de réduire l’équation proposée à deux 
termes, on a du moins changé la question en 
.une nouvelle qui paroît plus simple, puisqu’il 
•ne s’agit plus que d’une équation à trois termes. 

Des deux équations transformées qu’on peut 
avoir en faisant évanouir, ou le premier, ou 
le second terme; la première, c’est-à-dire, 

. - x 3 -\-ex-4--^d 3 —0 

a* de 


est la plus simple ; aussi est-ce celle que nous 
allons chercher à résoudre, en tâchant dd di- 
minuer encore le nombre de ses termes : mais 
nous suspendrons un moment cette .recherche, 
parce que la méthode qu’on vient d’employer 
pour transformer les équations du troisième 
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degré, offre si naturellement de nouvelles vé- 
rités sur les équations de tous les autres degrés, 
qu’il est à propos de s’y arrêter un peu. 

III. 

On voit d’abord qu’à l’aide de la même 
transformation dej- en x-hr, on peut aussi 
faire évanouir le terme qu’on voudra d’une 
téquation d’un degré quelconque. 

Qu’on ait, par exemple, l’équation du qua- 
trième degré la plus générale y*-\-ay3-\-by z m 2oTlT- 
-+-cy-\~d=o , en y substituant x-\~r au lieu '^"7 a ,j„ë 
de r, on aura équaiîon du 

^ a n auatneme 

•4- a -+- 3 a r -+-3a.r z -+~ar3 
rk b zkibr -4 -brr 

-h c -hcr - . 

~\r*d 

dans laquelle faisant 4r-wz=o , ou r^=— 
on aura une équation du quatrième degré qui 
n’aura point de second terme. 

De même , en déterminant r par l’équation 
du second degré 6r 3 -H3ar-t-£=b, on aura 
une équation du quatrième degré qui n’aura 
point de troisième terme. Et ? en faisant r tel 
qu’il convîendroitpour résoudre l’équation du 
troisième degré %rZ-h?>(tr z -{- 2 br-\-c—o f G n 
auroit une équation du quatrième degré qui 
n’auroit point de quatrième terme. Le cin- . 
quieme s’en irbit de même par le moyen d’une 
équation du quatrième degré. Mais on ne 
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s’arrête pas ordinairement à faire évanouir 
d’autres termes que le second , parce que l’é- 
vanouissement des autres termes amene pres- 
que toujours des calculs compliqués de radi- 
caux et fort pénibles. 

1 v * 

•tment 0V él Dans une équation générale du cinquième 
«econd ter- degré v 5 ay* -+-byZ -^- cy 2 -\~dr-\-e=o , la 

me dan* une 0 r J u *' . 7 

équation du transformée donne léquation », 

*mq. degré. y e tc. dont le second terme. . . 

— | —CL 

s’évanouira par l’équation du premier degré. 
5r-t-a=o, ou r= — \a. 

V. 


êq ua* ion °d * Et, en général, dans une équation d’un de- 
degré quel- g r é quelconque m, représentée par 

etc. = 0 , il Sera aisé de trouver par 
la formule des puissances, donnée dans la qua- 
trième partie, article XLVIII , que le second 
terme s’évanouira en faisant l’inconnue 



V I. 


Résolution 4-près cette petite digression, remettons- 
génér < ae ü °" nous à chercher la solution de l’équation du 

-f/«+f=o. troisième degré 

x$ •+• ex Hh d 3 —o 

d » de 


*+* f 

à laquelle l’équation générale y 3 -f- dy -hey 
-hf=o s’étoit réduite par la supposition de 
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— \d\ et pour abréger les calculs, écri- 
yons-la ainsi, x 3 -\-px-\-q — o. 

En suivant l’idée que nous avons déjà em- 
ployée , faisons encore une transformée. Subs- 
tituons , par exemple, ?H-zà la place de x\ 
tiôn dans la vue de faire évanouir un terme 
de cette équation, ainsi qu’on se l’étoit pro- 
posé la première fois; car on verroit bientôt 
que le terme qui avoit disparu reviendroit; 
mais pour décomposer cette équation en d’au- 
tres qui soient plus simples. Sans voir dis- 
tinctement qu’un tel moyen doit réussir, on 
sent bien que la transformation d’une équa- 
tion en une autre , où l’on a une lettre à 
déterminer à volonté , ne peut gueres man- 
quer d’être utile. 

La substitution de x—u-\-z étant faite, il 
vient u 3 ■+-Zuuz-^-‘6uzz~\~z 3 ~ J (-pu-\- pz-\-q — o- 
Supposons maintenant que l’une des incon- 
nues u ou z soit telle que u 3 -\-z 3 ~\-q— 0 ‘, on 
aura, dans ce cas, l’équation 
~\-pz— o, qui, étant divisée par w-f-z, donne 

3wz-f-/J=o, ou u = — Voilà donc une 

équation avec laquelle on chassera facilement 
une des inconnues introduites; il ne s’agit 
plus que de savoir quelle sera l’équation qui 
déterminera l’autre inconnue. Pour cela, il 
faut remettre cette valeur de u dans la pre- 
mière équation u 3 -\-z 3 -\-q = o; ce qui don- 
nera — 1 "Z 3 ~i- ^ = 0 , ou z 6 qz 3 = ■— . 



IJ2 É L É M E N 3 

Or, cette équation , quoique d’un degré plus 
haut que la proposée, est cependant bien plus 
facile à résoudre; car elle est de la classe de 
celles que nous avons résolues dans la qua- 
trième partie , article XX, et la valeur qu’elle 
donne pour z est — ^q±V^ 

Donc u ou — —• sera — — qui 

se réduit facilement à — V(\q ± j 

car on peut voir facilement que le produit de 

par -\-\q ± \/~ est , et partant 
que îp. est le produit des racines cubes de 
ces quantités. Ajoutons présentement ces va- 
leurs de u et de z , et nous aurons m-ks, ou 

~W±Mq*+^p3)) 

. . ~^(+Ï9±^(kq 3 +~P 3 )) , 

ou simplement 

-hq+Wq'-HrP 3 )) 

-^(+r?+/'(ï? 2 +iVp 3 )), 
car en prenant le radical V (\q 2 -\~tiP 3 ) en — , 
on n’a pas une valeur de x différente de celle 
qu’on a en le prenant en -K 


y 1 1 . 

Precedente 1 ' Par cette valeur de x, on voit qu’il n’en 
ne donne est pas des équations du troisième degré 

qu une des r , n i i ri a 0 

trois n cinés, comme de celles du second, ou la meme ex- 
pression d’une racine marquoit, à l’aide du 
' signe h , les deux racines à la fois; ici on 
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trouve une expression qui ne sauroit désigner 
qu’une des trois valeurs de x. 

Pour trouver les deux autres, il faut diviser 
l’équation o, par la racine que dw "’î” 

donne la valeur précédente de x , et l’équation ^ autreï 
du second degré qui en sera le quotient, don- 
nera, par sa résolution, les deux autres racines 
cherchées. 

Si l’on veut trouver la valeur générale de ces 
deux racines , il faut taire , pour abréger les 

calculs ^(~5r+^ 2 +^3)) ==W ! j ' 

et V^(— \<}-\-\f(.hq 2 +iïp3))=n, 

et faire attention que dans ce cas , mn—\p et 
m3 — n2—q. Cela posé, la division de l’équa- 
ïion x3~)rpx-\-q=o p-àv , qui est alors 

la racine qu’on vient de trouver, donnera 
pour quotient xx-\-nx — mxtf-mm-p-nn-+>mn 
=?> dont les deux racines, c’est-à-dire celles 
qui nous restent à trouver dans l’équation. . . 
x3-\-px->rq= o, sont x=™ ± —3, ' 

ou x=&£q+\Tüq*+iïpZ)) ' 

\q-±V\ Gq 2 -h~pZ-)) : ; 

. ; ;.. 3 ±Uv^(r q+srw+i#*))-' ■ r 
. Xf-r* 

qui sont nécessairement imaginaires toutes les 
tas que y a ? est une quantité réelle. 

Un auroit pu reconnoître dès l’article V de 
la quatrième Partie, où il n’étoit question que • 


( 


Digitized by Google 



174 ÉlÉ MENS 

des équations à deux termes, l’espece d’imper- 
fection que donne à la solution des équations du 
troisième degré , la différence de forme des trois 
racines; mais cette espece d’imperfection est 
ici plus frappante, en se trouvant dans la solu- 
tion générale. 

VIII. 


Cm où U Ce désavantage de la solution précédente 
cèdent* P né des équations du troisième degré n’en peut pa- 

conBoitreir' ro ^ re un qu’à ceux qui considèrent , pour 
à cause des’ ainsi dire , méthaphysiquement l’Algebre ; 
imaginaires Q yen a un autre bien plus frappant pour 

* xme - tout le monde , et qui a extrêmement exercé 
tous les calculateurs. C’est que cette solution 
n’apprend rien du tout pour la valeur de x 
toutes les fois que^p 3 est plus grand que \qq, 
et qu’il est en même tems négatif. Dans ce 
cas , qui est très-étendu, la valeur de la quan- 
tité V ( 77P 3 -ï~\<] 2 ) est imaginaire, et par con- 
séquent les deux quantités. . .' 

fa-iq+VW+iiP 3 )) 

et — /■(;î+V r (î? I -Hrri> 3 )) 

qui composent la valeur de x sont imaginai- 
res aussi : mais on n’en sauroit conclure pour 
cela que la valeur de x soit imaginaire; ce 
qui, bien loin d’être regardé comme un vice 
de la. solution, la rendroit une solution com- 
plette; et on ne sauroit non plus, du moins 
par les méthodes connues jusqu’à présent. 
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déterminer quelle est la quantité réelle qu’ex- 
prime cette valeur de x. 

■ - . IX, 

Non-seulement on ne sauroit conclure de 
lexpressioQ que x a dans ce cas , que la ra- 
cine cherchée est imaginaire ; mais on s’est 
assuré, par divers moyens, que cette valeur 
dtoit toujours réelle alors ; voici de tous ces 
moyens celui qui m’a paru le plus direct (1). 

• Soit repris la valeur 

1 / (— Tq+v' (.hq*+-hp 3 )) 

'-/({?+/ (ï i *+± p 3 )) 

de Xy et soit mis dans cette valeur à la place 

de ~q, a, et à la place d e 

supposé imaginaire, — 1); on aura 

x=y r ( — t 7 -f- h\T (— 1 ))— (a-hby (— -1)). 

Cherchons maintenant les valeurs de i 

V^( — a-\-b\/~ ( — 1)) et de — — 1)) 
par la formule donnée dans la quatrième partie, 
article XLVIII , pour l’élévation du binôme. 

La première de ces deux quantités devien- 
dra — a 3 -\-\a 3 bV{ — 1) — ~a 3 b 1 2 


On démon- 
tre cepen- 
dant que 
dans ce cas * 
est réel. 


8 » 


a 


Et la seconde 


Z >3 \/ ( — 3 ^ 4 _ f . e tc . 


.u 


( 1 ) Je l’ai tiré d’un mémoire de M. NICOLE, membre 

de l’académie, année 1738 , pages *99 et roo. ; 
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— a 3 — 3 £y^( — I ) — \ a 3 £* 

*Ô 3 V^( — i)4-ïTj« r ^ 4 — etc. _ 
et par conséquent la valeur de . 2 ? sera la suit® 
infinie 


— 2J-Îah 2 +Üja '* 34 - 


I 7 


^ etc# 


OU 


V f b * 

2a 3 {i-h^- 


10 b* 


IJ4&* 


-etc 


} 


a+jrt 4 1 6 j6i a® 

Î ui ne contient aucune racine imaginaire. 

>onc. dans le cas où ~yp 3 est négatif et plus 
grand que \qq , la valeur 

v '■ . -V r (iq-W(,i7P 3 +;<I z )) ' ■ 

* de JCj qui est alors sous une forme imagi- 
naire , est cependant une quantité toujours 
réelle. Malheureusement on n’a pu jusqu’à 
présent lui trouver une forme réelle, qu’en 
Admettant , ainsi qu’on vient de faire, une 
infinité de termes dans son expression; ce 

Paria mime 3**^ ne peut servir qu’à prouver que cette 
méthode on valeur est réelle , mais non à la faire connoî- 
» IfeurVp pro« tre exactement. 

chée de *. ,V ■ 


Si l’on veut se contenter d’une approxima- 
tion, on pourra faire lisage de la série pré- 
cédente ; car , en. supposant a plus grand que 
les termes de cette série iront en dimi- 
nuant, et par conséquent on pourra négliger i 

les 
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les derniers , quand ils seront parvenus à n’être 
que de très-petites quantités. S’il arrive, au 
contraire, que a soit plus petit que b > il fau- 
dra, en employant la formule du binôme pour 
3 3 

trouver y/' ( — a-\-lsyf ( — 1 )) et {a-\-L\T ( — 1)) 
avoir l’attention de prendre (-— 1) pour le 

premier terme du binôme , et a pour le se*- 
cond; on aura, pour la valeur de# ou de. . 

1)), 

quantité b 3 a — 3 aï-\-yi-b r a 5 


ou 



748 ) 
1 969 ? 


«7 etc. 



I J7 4<t* 
34 )b* 1 6y6 ib° 



qui est aussi réelle que l’autre expression , et 
dont tous les termes décroissent quand a est 
plus petit que b. 


X T. 


\ 


& 


Nous avons vu, article VII, que des trois tej deux 
racines de l’équation x^-\-px-\-q—ù , celles autres va- 
qui sont exprimées par. i'“ r t s d a e ui$ * 

3 . . . _ . réelles dans 

#=K(7^-j-l // (^^ 2 H-77P 3 )) le même cas, 

3 )) 

-*r\V ( — \q^ÿ ' — 3 
sont toutes deux imaginaires, toutes les fois 
que y (~q 2 -\-rrP 3 ) étoit une quantité réelle; 
nous allons voir présentement que ces deux 
* Tome IL . ‘ M 


Digitized by Google 



I78 Ê L É M B N S 

racine» sont toujours réelles, toutes les fois 
que y (J- A q 2 -H-bP 6 ) est imaginaire, c’est-à-dire, 
toutes les fois que p est négatif, et tel que p 3 

est plus grand que '-q*. 

Car si on change, à l’aide des dénomina- 
tions qu’on vient d’employer , l’expression 
de ces deux valeurs de x en 

± teV' (<H- O+ï/' (-a-t-byT — ï))}yf -3 
et qu’on réduise, ainsi qu’on vient de faire, 

* ^ . 3 

les quantités \Z~( — a- Ylÿ ( — 1) et 

(p r \-bV' (— 1)) en séries, on aura , pour ces 
deux valeurs de x 

i f i* i°*« . IJ4Ê» , 

-*" etc f 

-4- ^ 1 — -u - 4 _etC Ê 

27^^34^ «î6ia*^ C £ 

expression entié r ement réelle. 

XII. 

„ Comme l’équation la plus générale du troi- 

CoiAfllCftt , _ - / , f 

ia racine* sieme degré , représentée par 

j 3 +é' î +?r+/=° 

S;.” 1” s’est réduite à 

quation}*-*- j;3 -\-ex-\--rïd3 =0 

^H-ey+Z # 7 J* 

‘ T> 

ou simplement x 3 -\-px-bq^o 9 par la sup- 
position de y~x — il s’ensuit que les va- 
leurs de y dans l’équation générale 
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4-eÿ-f/=ô sont celles qu’on a en résolvant 
cette derniere équation x^-lrpx-^~q=o , et en 
retranchant de ses trois racines ~d. 

XIII. 

Une equs-i 

De-là , il suit qu’une équation quelconque d«^é 
du troisième degré , sera entièrement dans le a . sestroi ?, ra - 

A ' • f n cmesreeUés, 

meme cas» par rapport aux racines reelles ou ouuneré.Me 
imaginaires , que l’équation qu’elle produit 
par l’évanouissement du second terme. 

Ainsi on voit, en se rappellant les articles 
VII et IX, que toute équation du troisième 
degré doit au moins avoir une racine réelle , 
et que les deux autres sont toujours, ou toutes 
deux réelles, ou toutes deux imaginaires. 

XIV. 

Pour distinguer lequel de ces deux cas on c d “ 
arrive dans une équation du troisième degré ces Cttt * 
donnée, on commencera par en faire évanouir 
le second terme , afin de la pouvoir comparer 
à l’équation x 3 -+-px-t-q = o; et loi-sque cette 
opération sera faite, si p est positif, ou qu’é- 
tant négatif il soit tel que ^3 ne soit pas 
plus grand que \qq, il n’y aura qu’une racine 
réelle, laquelle sera déterminée exactement 
par la formule de l’article VI. 

Si , au contraire, p est négatif et tel 
que ijp 3 soit plus grand que \qq, les trois 
racines seront réelles ; mais aucune d’elles 
ne pourra être déterminée par la formule 
de l’article VI , à moins qu’on ne se contente 

Ma 
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d’une approximation comme celles qu’on a 
. en transformant cette formule en une suite 
infinie. 

X V. 

Ss Ue w”inw! S’il arrivoit que —p 3 fut négatif et égal 
«°t ncg«S^t ^ on pourrait trouver de la difficulté à 
e=to\ déterminer auquel des deux cas précédens 
l’équation se rapporterait , c’est-à-dire , qu’on 
ne sauroit s’il devrait y avoir seulement une 
racine réelle, ou si toutes les trois le seraient, 
à cause que \^(tïP*-\-ïÇ 2 ), qui est alors zéro, 
peut également se compter parmi les quan- 
tités positives, ou parmi les négatives; mais 
l’inspection des trois racines ou valeurs d’a; 
trouvées précédemment , décide bientôt la 
question. Car la première valeur, exprimée 

par / (“!?+/ (^ a +T7P 3 )) 

-V/ ■ 

. 3 

se réduit alors à — 2]/ T -q, et les deux autres 
valeurs, exprimées généralement par 

, r ±U»hr?+^(;? a H-*P 3 )) - 

se réduisent alors à -j-j/ {\q±o) ) c’est-à-dire, 
qu’elles sont toutes deux égales à r+*^ s?* 
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Ainsi , les équations où V est 

zéro , sont comptées parmi celles dans les- 
quelles les trois jracines sont réelles. 

X VI. 

Pour faire présentement quelques applica- Application 
tions des réglés précédentes, supposons d’a- 
bord qu’on ait l’équation y -\-\yy — 3y-4-25=o demes à ua 
à résoudre; on commei/cera par faire éva- exeo,pe \ 
nouir le second terme de cette équation ; ce 
qui se fera, suivant l’article II, en supposant 
y=.x — i et l’équation, délivrée du second 
terme, que l’on aura par cette substitution, 
sera x^ — 6.zH-3o=o, qui, étant comparée à 
x 3 -hpx-\-q= o, donne p = — 6, et q= 3 o. 

Ces valeurs étant substituées dans ■ 

V ihqq-^r-biV ) , cette quantité devient \/~ 217, 
qui est une quantité réelle; ainsi la formule 
de l’article VI doit donner, dans ce cas, la 
valeur cherchée de x. 

Si l’on fait donc dans cette formule ...... 

A-h+\ a\ q *+±p3)\ 

les substitutions de i5 pour ~q et de K217 
pour V (\qq-\-77p 1 ) , cette valeur générale de 

3 3 

^devient y/~( — iô-t-y/" 217)— ï 5-4- ^217), 
qui est la seule racine réelle que contienne 
l’équation x r — 6.z-+-3o=o , et qui ne sauroit 
être réduite à une plus simple expression. 
Substituant ensuite la valeur de x dans l’équa- 
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3 

tionjy=.r — i y on aura y—ÿ~{ — io-hU / ' 2 ij) 

3 

— 217) — 1 , pour ja seule racine 
réelle de l’équation proposée, 

y "4- 3 yy~ày-\- 2 5 — o, 

XVII. 

Si on avoit une équation du sixième de- 
gré , où l’inconnue ne se trouvât à aucune di- 
mension impaire, il est évident qu’on la ré- 
soudroit par la même méthode que la pré- 
cédente, puisque cette équation se réduiroit 
tout de suite au troisième degré par une 
transformation. Qu’on ait, par exemple, . j . , 
z ri -h-çz^-h 3 (jzz~h 55 ~o; en regardant ^ égal 
à une nouvelle inconnue x moins un tiers du 
Coefficient du second terme, c’est-à-dire, . . . , 
zz—x — >3 , on changera cette équation en. . , 
Æ 3 -f-i2^ — 8=50, qui n’est que du troisième 
degré, et qui n’a point de second terme. 

Comparant alors cette équation avec..., 
x'-\-px-\-q— o, ona/>=T2,9= — 8, et par- 
tant \^(i-ïp 3 -J ir iqq')z : zÿ'Üo ; d’où X, ou.,,, 

é"(— 

3 -v r (i<r+S(yp3+iq , )y ■ 

se \/~ (44- K 80) — 8°) 9 

et comme, par la supposition , zz=x — 3, ou 
z—\/~{x — 3) , on aura alors l’inconnue cherchée 

z ~ztV~ — 4 -+- — 3 } 

et les deux valeurs que cette expression donne 


Digitized by Google 



Ï>’A L G E B R E. 18$ 

en prenant le radical en *4- et en — , sont les 
seules réelles des six que doit avoir l’équation, 
proposée. 

En général, qu’on ait une équation telle Equation* 
que z> m -{-az 3 m -\-hz m -t~c — o , on la réduira * 1 “ , , é,e . v J é * # 
tout de suite a une du troisième degré et wù«« aussi, 
sans second terme, en faisant ^*—x - — 

, XVIII. 

Supposons présentement qu’on ait l’équa- 
tion x* 4 -Zx — 4=0, à résoudre; cette équa- 
tion n’ayant point de second terme, on peut 
tout de suite la comparer à x t -{-px-h ^= o , 
et l’on a, par cette comparaison, p—Z et. . 
q= — 4, et comme p est positif, on voit, 
par l’article XIV, que la formule générale 
de l’article VI doit encore réussir dans ce cas. 
Substituant en effet ces valeurs de p et de q 
dans la formule générale . . ; 

«m a , pour la seule Valeur réelle de x,. . : i . . 

— y r ( — 2-by r 5). Si l’on applique 
présentement â cette expression la méthode 
de la quatrième partie, articles XXXV r 
XXXVIII et XLI, on verra qu’elle se peut 
aisément, réduire , parce que 2-t-y r & est le 
cube de et que — 2-f-fé"5 est celui 

de — ï-hîv'^* d’où cette valeur de x se ré- 
duit à i. 

M* . 


Digitized by Google 


184 E L É M E Nî ■" 

On auroit pu parvenir à cette même 
valeur de x sans la formule précédente, en 
employant la réglé de la troisième Partie, 
articles XII et XIII; car on auroit trouvé 
que x — r etoit un diviseur exact de la quan- 
tité x*-\-?>x — 4. 

XIX. 


• ✓ 

Quatrième Soit maintenant proposé de résoudre l’é- 
dan^i'equei quation x^ — gox — 98=0. Én comparant cette 
de rl« m vi équation à l’équation générale x* -\-px-\-q~o , 
tst injuffi- on a p— — go et q — — 98 : or p étant négatif 
et tel que p * est plus grand que \q 2 , l’é- 
quation proposée est de celles qui ne peu- 
vent pas se résoudre par la formule pré- 
cédente. Je cherche alors, par la méthode de 
la troisième partie, articles XII et XIII , si 
elle n’aura pas quelque diviseur, et ayant 
reconnu qu’elle n’en a point, je me sers de 
la méthode enseignée, article X, pour trou- 
ver une valeur approchée. 


implication Pour cela , je commence par substituer 
le ïamétho- pour p et q leurs valeurs — qo et — 98 dans 
le x pour la iormule générale * 

pprocher -3 " * 

les racines. . X —yf (^±q+y/-(J-pZ+lq )) 


*= V ( 49 + V(— 24^99)) 


— VT( — 49H-|/T( — 
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qui , étant comparée à l’expression 

— « -f- — i )) — V (-- 1)) , la- 
cruelle est devenue (article X) la suite infinie 


— “ 1 + 


5« 


22a* 


î 7 4<* 


17 b' 


— etc.| 


* 6j6\b 6 

donne a = — 49 > bb = -\-2 4699, quil ne 
s’agit plus que de substituer dans cette suite 

infirme. 

Pour faire cette substitution , je commence 
par prendre la racine cube de 24.599, afin 
d’avoir Z>t, l'opération faite, j’ai environ 29,08 

pour cette racine cube, et partant — ou. . 


— * — est environ 


9 ft o o 

8 7 a 4* 


* Quarrant ensuite a et le divisant par bb> 
j’ai pour p environ 0,0976, dont le quarré 


0,00952 est la valeur de quant à la valeur 
de et des puissances plus élevées, elle 
est inutile dans cette suite , dont la marche 

• • i 

est assez prompte. 

Faisant alors les substitutions des valeurs 


de p> ~ à la place de ces quantités , j ai en- 
viron — 1 , 104 pour la valeur dé x, donnée 
par la formule de l’article VI ; si on veut 
avoir les deux autres Valeurs de x qui doi- 
vent aussi être réelles, suivant l’article XIV , 

il n’y a qu’à diviser l’équation. ...» 

x — 90# — 98=0 par x+i, 104, (fui est 
à très-peu de chose près, suivant ce que l’on 
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vient de voir, une de ses Acines. La division 
faite, on a pour quotient xx — 1,104a? — 88,78 x 
et pour reste 0,0142 , quantité assez petite, 
pour être négligée; de sorte qu’on peut re- 
garder l’équation xx — 1,104.2?— -88,781=0 , 
comme le quotient exact de la division de. . 
x 3 — gox — 98=0 par x +-1,104, et comme 
le produit des deux racines cherchées. Ré- 
solvant donc cette équation, on a pouf les 
deux valeurs de x qu’elle donne 

x = o , 55 z + V 89,0857 , 

c’est-à-dîre , -4-9,990 et — 8,886. 

Ainsi les trois valeurs de x dans l’équa- 
tion proposée x 3 — gox — 98=0 sont à-peu- 
près — 1,104; -4-9,990 ; —8,886. Quant aux 
valeurs exactes , aucunes des méthodes con- 
nues jusqu’à présent ne sauroient les faire 
trouver, et toute équation qui ayant, comme 
la précédente , ses cocfficiens rationels n’aura 
aucun diviseur rationel, sera de même irré- 
soluble par ces méthodes, lorsque —ÿ sera, 
négatif et plus grand que ~qq. 

XX. • 

La méthode que nous venons d’employer 
pour résoudre par approximation les équa- 
tions du troisième degré dont les trois ra- 
cines sont réelles, a cet inconvénient, que 
lorsqife a différé peu de b , les termes de la 
série qui exprime la valeur de x , décroissent 
si lentement, qu’il en faut un très -grand 


\ 


Digitized by Google 


d’Aisebre. 187 

nombre pour approcher un peu exactement 
de la vraie valeur de et que, par consé- 
quent , les calculs deviennent extrêmement 
pénibles. Il est donc à propos de chercher 
quelque méthode plus généralement com- 
mode dans la pratique, 

XXI, 


»Dans cette vue, je reprends l’équation. . . Autres- 
x^-i-px-hq= o, ou plutôt x^-px-hq= 0*2imîti?à 
(les cas qui échappent à la méthode de Par- 
ticle VI ne se trouvant jamais que parmi pratique, 
ceux où p est négatif) et je me propose de 
lui donner cette forme £ — z—r , qui est plus 
simple , à cause qu’elle ne renferme qu’un 
terme d’indéterminé. 


Afin de faire cette transformation, je fais 

x=mz\ ce qui change l’équation 

x* — px+q-^o en £ — ^ , qui m’ap- 
prend qu’en faisant m~ — V p, si q est négatif, 
je donnerai toujours à l’équation x — px-\-q—o 
la forme z 3 — z=:-hr. 


Je remarque présentement que si cette 
équation est de celles que la formule de l’ar- 
ticle VI ne sauroit résoudre, il faudra néces- 
sairement que rsoit plus petit que ou 

V et qu’en même tems il y ait une des 
racines qui soit positive, et plus grande tjue 
l’unité, mais moindre que Kj, Car si z 
lurpassoit , on auroit pour r y c’est-à-dire > 
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pour z? — z un nombre plus grand que V e 

et par conséquent l’équation ç 3 — ^=r seroit du 

nombre de celles où la formule de l’article VI 

réussît. 

Cela posé, je fais z—i — J, et substituant 
cette valeur dans l’équation æ 3 — z—r , elle 
donne 2<f-t-3 JJ-t-J 3 =r, dans laquelle je re- 
marque que tf étant une quantité toujours 
plus petite que V \ — i, c’est-à-dire, plus 
petite que o,i55, son cube est plus petit 
que 0 , 0037 . Or, ce cube étant donc si petit, 
je vois qu’on ne peut pas commettre une 
grande erreur en négligeant le terme J 3 dans 
l’équation 2j-h3Jct-4-J 3 ==r, c’est-à-dire, en se 
contentant de résoudre l’équation 2 Jh- 3J «T=r. 
Je résous donc cette équation, et elle me 
donne * J= 

et par conséquent z , ou 14 -/= — ^ > 

ou simplement puisque des va- 

leurs de 7 , on ne cherche que celle qui sur- 
passe l’unité, et qui est positive. 

Pour savoir à quoi peut monter l’erreur 
qu’on commet dans cette méthode, en négli- 
geant le terme J 3 , prenons le cas où ce terme 
est le plus grand; supposons que z ou i-4-J 
soit l/~, ce qui ne peut jamais arriver, tant 
que l’équation proposée est de celles qui échap- 
pent à la méthode de l’article VI. Nous au- 
rons alors et- notre méthode nous 
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donnera pour valeur de z , ~ , au lieu 

de la vraie valeur Or, il est aisé de re- 
connoitre que ces deux quantités ne diffe- 
rent entre elles que d’environ un millième; 
voilà donc la plus grande erreur qu’on puisse 

craindre, en prenant - 4v y~ f?r) pour la racine 

positive de l’équation z 3 — z—r, si cette équa- 
tion est de celles où la formule de l’article VI 
ne peut s’appliquer. 

Ayant calculé la valeur de z par l’expres- 
sion - ~ 4 — ! il faudra la multiplier par m pour 
avoir la valeur approchée de x. 

XXII. 

Si on ne trouve pas que cette résolution de 
l’équation proposée approche assez de la vé- 
ritable, c’est-à-dire, qu’on regarde les erreurs 
qui pourroient aller aux environs d’un mil- 
lième comme trop considérables, rien ne sera 
plus aisé que de trouver une autre valeur de 
la racine beaucoup plus exacte, par une opé- 
ration fondée sur les mêmes principes. Après 
avoir calculé cette première valeur de x , et 
l’avoir nommé pour abréger Je , on imagi- 
nera que la correction qu’il faut lui faire 
soit t, c’est-à dire, qu’on supposera que le 
véritable x soit &-M. Substituant alors cette 

quantité pour x dans l’équation 

x 3 — px-f-q= o, l’on aura Je 3 - 4 — 37ce a 

, gu simplement Æ 3 -+- 3 

v 


La méthode 
qu’on vient 
d'enseigner 
donne d’a- 
bord s i un 
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-f-3 ki*--~pk — pe-\-qz=z . o , en négligeant le 
terme e 3 qui est bien plus négligeable que 
ne rétoit le terme «T 3 à la première opéra- 
tion, puisqu’il est infiniment plus petit. Ré- 
solvant ensuite cette équation, la valeur de 
«qu’elle donnera, sera la correction, qui, 
étant faite à la première valeur de a:, en 
donnera une seconde infiniment plus exacte. 

Si on n’étoit pas encore content de cette 
seconde, on en trouveroit une troisième, en 
nommant la seconde valeur /, et substituant 
Z-4 -<p à la place de x dans l’équation proposée 
x 3 — px-^q — o, et ainsi de suite. 

Mais, bien loin qu’on ait communément 
besoin d’employer des corrections si multi- 

E liées, on pourra très-souvent se contenter de 
t valeur de x trouvée en premier lieu , ou 
tout au plus il suffira, après la substitution 
de Æ-m pour x dans l’équation x 3 — px-\-q=o 
de résoudre l’équation & 3 -f- 3 Æ 2 « — pk — pe. 
-+-q — o; c’est-à-dire, qu’on pourra non-seu- 
lement négliger le terme « 3 , mais le terme 
3 /U 2 , parce que ce terme est déjà très-petit. 

XXIII. 

Application Faisons présentement quelqu’application de 
cette méthode. Soit, par exemple, l’équation 
«empie- z 3 — z—\. En substituant ~ pour r dans l’ex- 
pression ' hV | 1 ±1: ) ? e iie deviendra 
c’est-à-dire, environ 1,138 qui est un peu 
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plus grande que la vraie valeur de z; mais 
qui l’est de bien peu , puisque i,i37, comme 
on peut le voir aisément par le calcul , seroit 
trop petit. 

Pour approcher plus exactement delà vraie 
valeur de z, on substituera i,i38-M à la 
place de z dans l’équation z 3 — et l’on 
aura 0,002426739-4-2,8851326=0 en négli- 
geant les termes affectés de e 2 et de « 3 . Cette 
équation étant résolue, elle donne 
«= — 0,000841 , et partant pour la valeur de 
z corrigée, 1 , 137169 . Si on avoit voulu faire 
cette correction plus exacte , en ne négligeant 
que le terme affecté de e 3 , on auroit résolu 

l’équation . 

o,oo2426739H-2,885i32H-3,4i4e a =o, 

ce qui auroit donné la correction ... .j 

«— — 0,000841836, c’est-à-dire, pour z cor- 
rigée 1,137158164. 


XXIV. 


Supposons maintenant qu’il s’agisse de ré- 
soudre l’équation # 3 — i3-r-4-5=o • je fais. . . . 

sc— — zV i3, et elle se change eus 2 — z~-^ÿT* 
égalant donc r à dans la première valeur 
approchée, de 3 , cette valeur devient 


2-h 




pour * J ^î2 3 - l/ ( l3+ 7T5) 


•, et elle donne ,par conséquent, 
-LL) 

c’est-à-dire , en* 


Autre 

exemple. 
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viron —*3,784. Si on veut avoir une valeur de 
x plus exacte, on supposera x= — 3,784-f-g; 
on substituera cette valeur dans l’équation. . 
#3 — i3.r-f-5=o , et l’on aura, en négligeant 
les termes affectés de « 2 et de «3 f l’équation 
o,oio2o5696-|-29,95597£=o, qui donnera.. 

«= — 0,000341, et, par conséquent, 

x=— 3,784341 , valeur plus exacte que la 
première. 

XXV. 


Béifé^iTde Après avoir montré la maniéré dont on 
du q quatre- P arv i ent à l a solution des équations du troi- 
me degré, sieme degré, voyons maintenant les moyens 
qu’il faut employer pour résoudre celles du 
quatrième degré. 


Prenant d’abord une équation générale 
y^-t-ayS-irby* -* r cy'-\-d=o pour représenter 
toutes les équations du quatrième degré , on 
réduit bientôt la difficulté à ne résoudre qu’une 
équation représentée par ^-\-p^-\-qz-yr=o , 
en faisant y=^_ — \a. Ensuite pour résoudre 
„ ' cette équation, ce qui paroît le plus simple, 
c’est de la regarder comme le produit des 
t deux opérations du second degré, et faire en 

i sorte que la détermination des coefRciens que 

doivent avoir les termes de ces équations du 
second , ne dépendent que d’équations plus 
aisées à résoudre que la proposée. 

Soit pris d’abord zz-t-xz-\-t=o pour l’une 
de ces équations j il est évident que l’autre 

devra 


/ 
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devra avoir pour second terme — xz, puis- 
que le produit de ces deux équations doit 
donner une équation dénuée du second terme: 
soit donc pris pour cette seconde équation 
zz — = o , en multipliant ces équations 

Pune par Tauti^e, on aura.* 

z*-\-szz-\-sxz- J t~ts = o 
— x 2, — tx 


•Art 

qui, étant comparée avec la proposée, donne, 
pour déterminer s 9 t, x, les trois équations 
s — xx-\-t=p 9 sx — tx—q y ts=r. m 

Pour faire usage de ces trois équations, je 
multiplie la première par x , et je l’ajoute 
ensuite avec la seconde équation ; j’ai alors 
2,sx — x 3 =px q, d’où je tire — 

que je substitue dans l’équation ts—r , ce qui 
me donne — 

x*+px-{-q 

Or ces deux valeurs de s et de t étant 
mises dans l’équation sx — tx—q , j’ai enfin. . 

x'+px+q 2 rx' 

2 ~x*+px+q I > OU 

x6-)-2px4-hppx 2 — q* — o, 

— 4>* 

équation du sixième degré, qui, par la mé- 
thode; de l’article XVII, se change en une du 
troisième, d’ou la difficulté des équations du 
quatrième degré est réduite à celle du troi- 
sième. Car cette derniere équation (qu’on 
appelle la réduite) étant résolue, on n’aura 
Tome II. , j\{ 


La résolu, 
tion d'une 
équation du 
quatrième 
degre dé- 
pend rt’une 
équation du 
troisième. 


Cette équa- 
tion sap- 
pella la ré- 
duite. 


i 
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qu’à substituer la valeur de x qu’elle donne 
dans les équations zz — xz -f- — o , zz -+- xz 

ou plutôt zz — xz-{- zxx-ï- 1 — o 
et zz xz H — — =o, et résoudre ensuite * 

xx -t-p+f 

ces équations, ou, ce qui revient au même, 
substituer la valeur de x dans les racines. . . . 

*= \x ± V {—~xx—{p—^ et 

z— — ~pc-\-\/ ( — \-\xx\ de ces deux 

équations , et l’on aura les quatre racines 
cherchées de l’équation z 4 -hpz 2 -hqz-hr—o , 

et partant celles de l’équation proposée 

y* -\-ay3 y-cy~\-d=o qui l’avoit pro- 
duite. 

XXVI. 

Il paroît d’abord par l’expression de ces " 
valeurs, que, dans le quatrième degré, ainsi 
que dans le troisième, on ne sauroit arriver 
à une seule expression pour toutes les racines 
Dinjiequa- de l’équation. Cependant si on remarque que 
gVé on peut la quantité x , que renferment les deux ex- 
quatre'raci- pressions précédentes , est nécessairement un 
*>e* par une radical quarré , puisqu’elle est venue de la 
seule. r * résolution d’une équation où x n’est élevé 
qu’à des puissances paires , on verra , sans 
peine , que chacune des expressions précé- 
dentes peut désigner quatre racines, la pre- 
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miere s’écrivant alors ainsi 

*=±^±1/ (—■ \xx— rpHhj) > 
et la seconde 

Z = \/ [^xûo — — V 

XX+p2Z q J 

Ces deux équations paroissant d’abord dif- 
férentes, on peut craindre de s’être trompé 
dans le raisonnement précédent ; puisqu’il 
semble mener à une absurdité, qui seroit d’a- 
voir huit racines pour une équation du qua- 
trième degré, mais il est aisé de voir qu’elle 
n’est qu’apparente; car l’identité de ces deux 
expressions se réduit à celle de , 



et de y/" ( — \xx — \p -f- -£ ) , c’est-à-dire , de 
-ixx--',p + - , et de -• 

r «+p+- 

X 

Or, l’identité de ces deux dernieres quantités 
ne sauroit manquer d’avoir lieu aussitôt que 
x a été déterminée par l’équation... 

x 6 -\~2px^-\-p 2 x 2 — q 2 =o 

— 4 r 

puisque cette équation se tire évid&iment 
de l’égalité de — ~ x x — de 

— 3 r 
xx +i , + q ~ 
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XXVII. 

Des deux expressions précédentes, la -pre- 
mière ^ t x ± yr( — ~xx — z P 4 - ") 
étant la plus aisée à employer , sera celle qu’il 
faudra choisir , et les quatre valeurs géné- 
rales de z } qu’elle exprime à la fois, sont. . 

^ = \ ^ -+- /*(—• \ xx — \p — f x ) 

^ = 1 * — /•(— '-xx— ip — f-) 

£ = — \ X +V'(; — \xx — lp + ~) 

Z = — ;X—V r (—4 xx—ip+l) 
XXVIII. 

Comme l’équation d’où l’on tire la valeur 
de x , donne nécessairement trois valeurs de 
x précédées du signe Hb, et cpi’on n’a au- 
cune raison pour préférer l’une de ces va- 
leurs aux autres ; que d’ailleurs on sait qu’une 
équation du quatrième degré ne sauroit avoir 
plus de quatre racines , il vient assez natu- 
rellement dans l’esprit qu’on peut indifférem- 
ment employer celle qu’on voudra de ces 
trois valeurs de x , précédée de + , et en 
tirer cependant toujours la même expression 
pour les quatre valeurs de 

Mai^ quoiqu’après avoir un peu réfléchi 
sur la théorie des équations, on ne puisse 
guères douter que cela ne soit ainsi , on doit 
souhaiter de s’en assurer par le detail du 
calcul. 
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Pour y parvenir , ce qui se présente le 
plus naturellement, c’est de trouver les trois 
valeurs de x, précédées de que donne 
l’équati on * 

x 6 -{-2px^-{-ppx z — q z — o, 

— 4 r 

et les substituer ensuite l’une après l’autre 
dans l’expression 

l = ± 1* ± *''(•— \xx — T 
afin de reconnoître l’identité des trois diflfé— 
renies expressions qu’on auroit par ces subs- 
titutions; mais le calcul que cette méthode 
demanderoît est si long, qu’on ne sauroit se 
résoudre à le suivre jusqu’au bout. \ oici une 
autre maniéré de parvenir au même résultat. 

Je remarque d’abord que quelle que soit 
la valeur de x que je substitue dans l’expres- 
sion générale 

1=±^± —hxx—\p + •£) 
les quatre valeurs de 2 , exprimées à la fois 
par cette quantité, pourront être représentées 
par h-7c , i — k , — H- Z, — i — Z; ou, ce qui 
revient au même , que les quatre facteurs de 
l’équation z* -+-pzz-{-qz-{-r= o pourront être 
répresentés par z — 1 — k, z — M-Æ, z-\~i — Z, 
z-\-i-\-l\ i désignant alors la partie \x de la 
valeur de z, et k et Z les deux quantités. . . . ^ 

\xx — ~p — X) 
et V ( — \xx — + 

N a 
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multipliant donc ces quatre facteuis les uns 

par les autres, j’ai l’équation 

Z A — 2iiz z — 2 'kkz~\~ i*=o 
æu — kk~^“2ill —““Ukk 

— Il — ii.ll 

- 4 - kkll 

qui , étant comparée à -{-pzz-\-qz-\-r=o 
donne les équations 

p—, — 2Ù— kk — H t q — — 2,'kk-\~2ill , 

r=i* — iïkk — iill-\-kkil , 
par lesquelles l’équation 

x 6 -h2 px*-\-ppx 2 — q =o 
■ ~~ 4r 

se change en 

x& — Afiix^ H- 8 1 ihk x a — 4 11 = ° 

. — 2 k h -t -8 iill -f- Qukkll 

— 2,11 + 

— 2 kkll —4HI* 

v 

dont les racines sont 
x<= ± a*; x— ± k ± /; x = ± k + /; 

or , si on substitue présentement celle qu’on 
voudra de ces valeurs de x dans les quatre 
expressions contenues dans 

z — ± z x ± l/" ( — \ xx Ç + 

ou plutôt dans 
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on verra qu’il en viendra également les quatre 
valeurs de z, 

1 —{— ^ j 1 ■“ A , z - 4 - 1 , ~~~ 1 ■“ /• / 

XXIX. 

• 

La méthode précédente fournit non-seule- 
ment le moyen de démontrer que les trois 
racines de la réduite 

x 6 2.px*-{-pp xx — qq — o, 

—4 r 

donnent le même résultat par leur substitu- i, esrae ; ne , 
tion dans l’équation z^-i-pz 2 ~hgz~j-r=o’ elle 
met de plus à portée de remarquer une vé- «ièmedegré 
rité importante sur les équations du quatrième **"ue s ou*** 
degré • c’est que leurs racines sont toujours t °“*'‘ es ira oJ 
ou toutes quatre réelles , ou toutes quatre deux réeii« 

• ■ • 1 . j . 1 . et deux ira*- 

imaginaires, ou bien que des quatre racines, gmaircs. 
deux sont réelles, et les deux autres imagi- 
naires. Car il njpt pas possible de faire d’au- 
tres supposition pour les quatre racines de 
l’équation donnée, aussitôt qu’on est assuré 
comme on vient de l’être, que ces quatre 
racines sont toutes exprimées à la fois par la 

formule + f x ± — \xx — 3 p + 

XXX. . 

En jettant les yeux sur cette valeur des 
racines des équations du quatrième degré, on 
croiroit volontiers, à cause que x est un ra- 
dical quarré, que, «lorsque quelques-unes de 
ces racines sont imaginaires, elles pourroient 

« 4 
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être des quantités imaginaires d’une autre 
nature que celles qu’on rencontre dans le 
second degré; c’est-à-dire, qu’au lieu d’être 
simplement la somme d’une quantité réelle, 
et de la racine d’une quantité* réelle , mais 
négative, telle, par exemple, qu’est a- \~\T — b, 
elles pourroient. être des quantités composées 
de racines imaginaires simples, et de la racine 
d’autres quantités en partie réelles et en par- 
tie imaginaires , comme seroit 

/-( — b)-+*\/\(i-±- V ( — />)) ; mais il est aisé de 
s’assurer que toutes les racines imaginaires 
du quatrième degré peuvent se réduire , ainsi 
que celles du second, à la somme de quan- 
tités réelles et de la racine des quantités 
réelles négatives. Car ayant vu dans les arti- 
cles précédens, que, lorsqu’on veut trouver 
la valeur de z, on peut choisir à volonté 
entre les valeurs de xx que^enne la réduite,, 
et remarquant d’ailleurs, plPla théorie des 
équations, que cette réduite, qui a toujours 
pour dernier terme ou produit des racines, 
une quantité qq négative , doit par consé- 
quent avoir nécessairement une valeur de xx 
positive, on verra que x pourra toujours être 
une quantité réelle, etque, dans ce cas, lorsque 

( — \xx — ip ± S. ) 

ax * 

sera imaginaire, ce ne sçra autre chose que 
la racine d'une quantité réelle et négative. 
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< XXXI. 

Une autre remarque que peut fournir en- Lorsquede* 
core l’article XXVIII, c’est que toutes les £%£*■ 
fois que des quatre' racines deux seront imagi- 
naires et deux réelles , la réduite ginaires.on 

' résout exac- 

X& 4 - 2 -+* P p X 2 qq = O tentent l’o- 

— 4 r 

sera du nombre des équations exactement 
résolues par la formule de l’article VI, c’est- 
à-dire , qu’on arrivera alors à la solution com- 
plette de l’équation 

z*-\-p z 2 -\-qz-V-r = o 

Au contraire, lorsque les quatre racines seront C ’estiecon- 
ou toutes réelles, ou toutes imaginaires, l’é- 
quation réduite ne pourra pas se résoudre tte racines 

U , r s i i» .• 1 T7-T . A * ont ‘OUtCS 

par la formule de 1 article Y 1 , et par conse- récites ou 
quent l’on ne parviendra pas en ce cas à la 
solution de l’équation 

£*• 4 -pz 2 -\-qz-b r — o 
Ces deux vérités se tirent de ce que la 
réduite 

x 6 — 4 iix4-h8ii kkx 2 — 4 H0 =0 

H- 8 nkkll 
— 4Û7 4 


est le produit des trois racines xx — Jpi , . . . ♦ 
xx— kk— 2 kl— U , xx—kk-'riU^-ll ; or, si 


— 2 II -d- 8 iill 

— 2 kk -M 4 

— 2k kl l 

4- U 
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une des deux quantités k ou l seulement est 
imaginaire, les deux racines xx — kk — 2kl — //, 
xx — kk-\- 2 kl — Il sont imaginaires, et, par 
conséquent, la réduite est alors résoluble par 
la formule de l’article VI. 

Si, au contraire, Æ et / sont toutes deux 
réelles, ou toutes deux imaginaires, les trois 

racines xx — 4 ii 9 xx — kk — 2 k l — // ? 

xx — kk-\-2kl — Il de la réduite , seront toutes 
trois réelles, et par conséquent la formule de 
l’article VI ne pourra pas les donner, - ainsi, 
dans le quatrième degré , comme dans le 
troisième, les formules de la résolution ne 
sauroient s’appliquer qu’aux équations qui ont 
deux racines imaginaires. 

XXXII. 

Lorsqu’on aura une équation du quatrième 
degré à résoudre, et qu’on aura formé par. 

son moyen la réduite 

X S — 2 p x*-\rppx 2 — qq = O , 

— 4 r 

si on trouve qu’elle échappe à la formule de 
l’article VI , et qu’on se propose de savoir si 
alors les quatre racines sont réelles, ou si elles 
sont toutes quatre imaginaires , on y parvien- 
dra aisément, en partant des deux réflexions 
suivantes, qui se présentent assez naturelle- 
ment , lorsqu’on examine la réduite de l’arti- 
cle XXVIII. 
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i.° Dans le cas où les quatre racines sont 
réelles , la réduite 

x 6 — 4 iix 4 4 - 8 iik kx z — 4 iz A 4 = o ou 

— 2 kk - 4 ~ 8 iill -\rhiikkll 

— 2 II H- A' * — 4 m * 

— 2 kkll 

4 " l* 

X & — 2 (il-\~kk~\~ir) (kk-\~ll) 4 * (kk — lï)x Z 

— 4 ii X (A A — II) 3, = O 
a nécessairement un second terme négatif et 

un troisième terme positif, puisque. . . 

— 2(2ii-\-kk-\~ll ) ne sauroit être ni zéro , ni 
positif, tant que i, A t l ? sont des quantités 
réelles, et que 

-, 8 il {kk 4 - 1 1 ) 4 - ( A k — II) 

ne sauroit non plus être ni zéro ni négatif 
dans les mêmes conditions. 

2. 0 Si, au contraire, les quatre racines sont 
imaginaires; ou, ce qui revient au même, si 
kk et II sont négatifs , la réduite, qui doit 
alors s’écrire ainsi 

x 6 — 4 iix*- — 8 ii'kkx 2 — 4 iik* = 0, 

4 -2kk — 8iill - 4-8 iikkll 
- 4 -2 II 4 - A* — 4 ül* 

— 2 kkll 

4 -l K ' • 


Condition* 
de* quatre 
racines réel- 
les. 


ou, ce qui revient au même, 

x 6 4- 2 (AA 4- 1 1 2 ii)x k 
4” \{kk-\rlV) X (A A4-7Z — 8zz) — 4 ^ A ll\x 
— 4*7 (A k — 1 1) 


2 


Condition* 
des quatre 
racines ima- 
ginaires, 
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ne sauroit jamais avoir à la fois et le second 
terme négatif et le troisième positif; car , si 
kk-\-ll est plus petit que zii, ce qui rendroit 
le second terme négatif, le troisième terme, 
dont le coefficient est (, kk-\-liyx(kk-hll — 8 ii) 
— j\kkïl, sera nécessairement négatif. 



XXXIII. 


L’inspection de l’équation 

z* — 2iiz 2 — 2 ikkz — etc. 


— kk 

— 1 1 


21 II 


Toute équa- 
tion du qua- 
trième degré 
sans second 
terme, etqui 
a le troisiè- 
me positif, a 
des racines 

imaginaires, donnée dans le même article XXVIII, four- 
nit une remarque par laquelle on peut recon- 
noître, en quelques rencontres, si une équa- 
tion, qui doit avoir ses quatre racines, ou 
toutes réelles, ou toutes imaginaires, est 
dans le premier de ces deux cas ou dans le se- 
cond. C’est que toute équation du quatrième 
degré, dont le second terme est évanoui, et 
dont le troisième est positif, doit avoir né- 
cessairement des racines imaginaires, puisque 
le troisième terme de toutes ces équations 
représenté par - — (2 ii-\-kk-\-ll) zz , ne sauroit 
jamais être positif, tant que ii, kk , Il , se- 
• ront positifs; c’est-à-dire, tant que les racines 
serônt réelles. Or , dès qu’on saura qu’une 
équation du quatrième degré a des racines 
imaginaires, et qu’on aura reconnu d’ailleurs 
qu’elle doit avoir ses quatre racines ou toutes 
réelles ou toutes imaginaires , on ne sera 
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plus embarrassé à savoir ‘lequel de ces deux 
cas a lieu. 

XXXIV. 

Lorsqu’on aura reconnu que les quatre ra- 
cines d’une équation du quatrième degré sont 
réelles, avant d’entreprendre de résoudre par 
approximation sa réduite pour avoir la va- 
leur de x à substituer dans celle de z , il sera 
à propos d’examiner par les méthodes de la 
troisième partie , si quelques-unes de ces ra- 
cines ne seroient pas commensurables. S’il n’y 
en avoit qu’une , on n’en seroit gueres plus 
avancé pour avoir les trois autres, puisqu’a- 
lors il resteroit à résoudre une équation du 
troisième degré, dont les trois racines seroient 
réelles. Mais, si l’équation du quatrième degré 
avoit deux racines commensurables , elle n’of- 
friroit plus aucune difficulté , aussitôt que 
ces deux racines seroient trouvées , parce 
qu’alors il ne resteroit plus qu’une équation 
du second degré à résoudre. 

X X X V. 

Lorsqu’une équation du quatrième degré a 
deux racines commensurables, on peut les re- 
connoître plus aisément par sa réduite , que 
par elle - môme ; car il est clair alors que , 
dans les quatre valeurs de z, représentées 
généralement par i-\-k, i — k } — — i — /, 
i ne pourra jamais être qu’une quantité com- 
mensurable, et partant dans la racine xx — 4 ii 


Avantage 
qu’ou trou- 
ve à cher- 
cher les di- 
viseurs com- 
mensurables 
dans la ré- 
duite plutôt 
que dans la 
proposée. 
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de la réduite, 4 ii représentera une quantité 
quarrée et commensurable : or, par cette ré- 
flexion, on peut diminuer beaucoup les ten- 
tatives nécessaires dans la méthode de la troi- 
sième partie, articles XII et XIII, puisqu’il 
ne faudra chercher dans les diviseurs du der- 
nier terme qu’une quantité quarrée et prise 
avec le signe — . 

Il en seroit de même si l’équation 
z^-+-pzz-{-qz~\~r — o 

devoit «se décomposer en deux équations du 
second degré , dont les coefïiciens fussent 
commensurables , au lieu d’employer alors la 
méthode de la troisième partie, article XIX, 
il faudra employer celle des articles XII et 
XIII pour chercher les diviseurs de la réduite, 
et ne choisir parmi les diviseurs du dernier 
terme que les quantités quarrées et affectées 
du signe — . 

XXXVI, 

Lorsqu’une équation où x est au quatrième 
degré , a deux racines commensurables , ou 
qu’elle est simplement composée de deux di- 
viseurs du second degré, on peut dire qu’elle 
n’est pas véritablement du quatrième degré, 
et il est bien simple alors qu’elle se résolve 
parla méthode du second degré ; mais il y a des 
équations nécessairement du quatrième degré, 
qui se réduisent cependant à la méthode du 
second degré. Telles sont les équations traitées 


v 
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dans la quatrième partie , article XX , et les 
équations semblables à 

z* -4- 2 a a z z — 8 cl a b z -f- û 4 =0 

— ùfiibzz 

qui est le produit des deux équations 

zz — 2 z^~ ab-\~aa — 2 a\Z~ ab = o 
et z z - 4 - 2 z\Z~ab -\-aa-{- 2a\Tab = o 
et qui et pour ses quatre racines 

+ V /r + — o? Hb % ci^~ ab ) , 

dans lesquels il n’entre point d’autres radi- 
caux que ceux du second degré. ’ 

On peut distinguer aisément toutes les 
équations qui sont dans ce cas; car, puisque 
dans ces équations la partie Hr \ x de l’ex- 
pression 

± + ^(— \xx — hp + -J) 

de la valeur de z ; ou, ce qui revient au 
même, la partie i commune aux quatre ra- 
cines i-\-k, i — A, — z- 4 -Z, — i — Z, doit 
être un simple radical du second degré, à 
cause que x ne jmonte qu’à des degrés pairs 
dans la réduite; il faut nécessairement que, 
dans toutes les équations de cette nature, la 
réduite soit divisible par xx-^r. une quantité 
commensurable : or , les diviseurs de cette 
espece sont aisés à trouver par la méthode 
des articles XII et XIII de la troisième partie. 

XXXVII. 

Lorsqu’on aura reconnu que les quatre ra- 

• • / 


Manière de 
connoitre 
les <qua- 
tic ns du qua- 
trième de- 
gré, dont les 
racines 
n’ont point 
d’autres ra- 
dicaux que 
ceux du se- 
cond degré. 
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ce quii faut cinés d’une équation du quatrième degré sont 
avofr les va- toute s réelles, et que cette équation n’a aucun 
leurs a P pro- diviseur connnensurable ni affecté de radi- 
qlîatre rf- eaux du second degré , on cherchera une des 
‘u’cüês'sont racines de sa réduite par la méthode d’ap- 
réeiie*. proximation, enseignée article XXI, et après 
l’avoir substituée à la place de x dans la for- 
mule générale 

2= ±¥*± —\xx — zP + ~) J 

on aura les Valeurs approchées des quatre 
racines cherchées. 

XXXVIII. 

« 

Appiica- Pans la vue d’appliquer les réglés précé- 

non des mé- _ . . 1 L \ x> > .• 

tiiodes pré-dentes, soit pris pour exemple 1 équation 

cédenies à . o ü . ^ 

un exemple. 2* — H «J Z “h 2 Z 3 — ' ® 

En comparant cette équation à l’équation 
générale z^-V-pz 2 -~\-qz~\-r=o , on aura 
p= 3, q = 2., r~ — 3 . 

Et ces valeurs étant substituées dans la ré- 
duite générale 

x 6 2pp x* -)r pp x x — q q — O 
' ■ —4 r 

la changent en 

x 6 ~b 6 ar 4 -f- 21 x 1 — 4 = 0 
Pour résoudre cette équation, soit d’abord 
fait x 3 =u — 2, afin de faire évanouir le se- 
cond terme , et la réduite se changera en . . . 
u 3 -±-n U — 3 o=o: laquelle, suivant l’article 

y XIV, 


l 
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XIV, est de celles qui n’ont qu’une racine 
de réelle, et est, par conséquent, dans le 
cas d’être résolue par la formule générale de 
l’article VI; d’où l’on voit que l’équation pro- 
posée aura deux racines réelles et deux ima- 
ginaires , et qu’on parviendra , par consé- 
quent, à les exprimer toutes les quatre par 
les formules précédentes. 

On auroit pu reconnoître (article XXXIII) 
que cette équation devoit. avoir des racines 
imaginaires, par cela seul, que son troisième 
terme 2 z avoit un coefficient positif. 

Résolvant maintenant l’équation. ; 

«S-f-qw — 3o— o , / 

par la formule de l’article VI, on a pour sa 
'racine réelle ; 

« = l/"( i5 -i -6 7 — 6 ^ 7 ) 

donc +v^( w — 2 ) , ou ..v 

x= 5-4-6/“ 7)-I-v r (i5 — W 7 )— 2 } 

Si on substitue ensuite cette valeur de x 
dans la valeur générale 

• * = ± V\~ \ocx — £ + -L) 

qui est dans le cas présent 

x ~ + \ x + y/* ( — - x x — f- If J_ ) 

X ' 

on aura pour les deux racines réelles de L’é- 
quation proposée 4 

Tome IL Q 
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3 3 . 

x = — -y/' -\-6\/ ’ 7 )-}-y (i5 — 6U^ 7) — 2 $ 

± 4 - î ^( 15 - 1 - 5 ^ 7 ) - i /-(i 5 - 6^ 7) — 1 


H- 


,1 


VW( i 54 - 6 ^7 )H» V( >5 — 6 V7 ) — a ) j 
et pour les deux imaginaires 

* = H- r /" t ^ ( 1 5 + 6 v^ 7 )-h V (1 5—6 j/ 7 )— 2 * 

ivO— ; /-(i 5-h6^7)-^(i5-6^ 7 )- r 


)-*)} 


y/(.V ( i5 -+• 6 ^7 )+vC *5 — 6 n/7)‘ 

XXXIX. 

Soit présentement l’équation 

exemple! 2 4 6 2 3 + 8 Z I = 0 

en la comparant à l’équation générale, on en 
tirera p= — 6, q= 8 , r= — i, et partant, la 
réduite sera # 6 — izx^+^ox 2 — 64=0. Si on 
suppose x 2 =«-f~4, afin que le second terme 
disparoisse, on aura u 3 — 8 u — 32 = 0 , qui, 
étant comparée à la formule générale de l’ar- 
ticle VI, donnera une seule valeur réelle, 

laquelle sera V^( 16 + ~), 

av / (6 v /5-+-io)4.a x /'(6V'3 — 10 ) 

y/ 3 

qui , en se servant de la méthode de la qua- 
trième partie, article XXXV, se réduit à 

2 ( 14 - V 3) - 1 ( 1 - y/ 5) 

= 4 


ou 


U 


U 


V 5 


Substituant présentement cette valeur de u 
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dans ■r==ÿ/ r («-+4), on aura x—l/ 8 , par la- 
quelle on changera l’équation générale 

z = ±~x ± yr(—\xx— ^ + “) 

en ^=+^2 + V^C^-ï- >. <î u i donne pour 
les deux racines réelles de l’équation propo- 
sée — 1/ 2+1/ (i-hy/" 2), èt pour les deux ima- 
ginaires -++ 2 + t/"( I — y/" 2). Ainsi l’équation 
proposée z* — ôzS-^Qz — 1=0, est de celles 
qui peuvent se décomposer en deux équa- 
tions du second degré, dont les coefficiens 
sont incommensurables; car chacune des dou- 
bles racines précédentes sont les racines des 
équations 

z z 2 z \/~ 2-f-i — y/” 2 = 0 
et zz — 2z[/~2-+-i-i-y r 2 = a 

On auroit pu, sans appliquer la formule de 
l’article VI, et, par conséquent, sans avoir 
besoin de la méthode de la quatrième partie, 
article XXXV, résoudre l’équation 

x 6 — 12 x 4 *+- 40 x 2 — 64 = 0, 
en employant la méthode de la troisième par- 
tie, articles XII et XIII; car on auroit trouvé, 
par cette méthode , que cette équation avoit 
pour diviseur xx — 8=0. 

X L. 

Soit l’équation „ ... 

a o a _ Troiiiemé 

y 4 -f- l 6 y 3 -t- 99y -h 228y -+- 144 = O. exemple. 

En substituant dans cette équations — 4 pou r 

O 2 


Digitized by Googli 



212 É L É M E N S' 

y, afin de faire évanouir le second terme, on 
la changera en z 4 -t- 3 z 2 — 52^-4-48=0, qui , 
étant comparée à l’équation générale 

z 4 + p z 2 + (J z + r — o 
donnera , =3, q — — 52, 7=48 , et partant la 
réduite .r 6 + 6.r 4 — 183# 2 — 2704=0, de la- 
quelle faisant évanouir le second terme par la 
substitution de u — 2 à la place de x 2 , on ti- 
rera « 3 — 195 u — 2322=0, qui est résoluble 
par la formule de l’article VI, et lait voir, 
par conséquent, que l’équation proposée est 
de celles qu’on peut résoudre exactement, 
c’est-à-dire, de celles qui ont deux racines 
réelles et deux imaginaires. Pour les trouver, 
soit donc employée la formule de l'article VI, 
à résoudre l’équation 

u 3 — 195 u — 2322 = o , 

on aura, pour la seule valeur réelle qu’elle 
donne 

3 3 

« = 1/(107.3296)) — /( — 11614- 1/(1073296)) 

qui se réduit à 

^(1161 + 1036) — y r ( — n6i-t-io36), v 

3 3 

ou à k / (2i97)-+-K(i25), ou enfin à 18; subs- 
tituant présentement cette valeur de u dans 
x — l/(u — 2), on a æ=v^(i 6)=4, qu’il ne 
s’agit plus que de substituer dans la valeur 
générale de 

2 = ±1 />""***“ f + £) ‘ 
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on aura, par cette substitution , pour les deux 
racines réelles de l’équation 

*H-3z 2 — 5a*+. 4 8=©5*=a ±/X— 4“ È+W, 

ou -s =2-l-i , c’est-à-dire, ou 3, ou i, et pour 
les deux racines imaginaires 
2= — 2 + /( — 4 — f — y))Ou z = — — 12. 
Substituant ensuite ces quatre valeurs dans 
y— z — 4 , on aura pour les quatre racines de 
l’équation proposée 

y 4 -+- 1 6j3 _j_ 99j a 228 y -f- 144 = o ,* 

JT == — 1 jj — — fyy — — 6 ± — 12). 

On auroit pu trouver ces racines, tant par la 
méthode de la troisième partie, articles XII 
et XIII, que par celle de l’article XXIV de 
la même partie, en les cherchant dans l’équation 

y* -+- 1 6jy 3 -f- 99 j 2 -f- 228jy -h 144 = o. 

Car, par la première de Ces méthodes, on 
auroit trouvé les diviseurs simples jH-i ,y- f-3, 
et pour quotient 12^-4-48; et la seconde 
auroit donné les deux diviseurs du second 
degré 

jy-t-4y-+-3, etj^y-4- 12^-4-48. 

On auroit encore pu trouver ces racines bien 
facilement, en cherchant les diviseurs de la 
réduite, par le moyerrde la méthode des ar- 
ticles XII et XIII de la troisième partie, et en 
ajoutant à cette méthode l’attention de ne 
choisir parmi les diviseurs du nombre 2704, 

O 3 
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que des nombres quarrés, et de ne les em- 
ployer qu’avec le signe — . On auroit trouvé 
alors que la réduite a pour diviseur de cette 
espece xx— 16=0, qui donne .2=4. 


Quatrième 

exemple. 


X I. I. 

Soit l’équation a 4 +n^ — 2£-f-56=o. En 
la comparant à z^- 3 rpz 2 ‘~\- qz-\~r~o , il vient 
p— 1 1 , <7= — 2, r=56; d’où la réduite est 

x 6 -+-22,x4 — io3x 2 — 4=0, qui devient 

U Z — ZM. — / 7 — = o , après avoir fait éva- 

nouir le second terme. Cette équation étant 
celles qui échappent à la formule de l’article 
,VI. l’équation proposée doit être, ou de celles 
qui ont leurs quatre raôines réelles, ou de 
celles qui les ont toutes quatre imaginaires; 
mais à cause du terme positif n^ 2 , il faut 
(article XXXIII) qu’il y ait des racines ima- 
ginaires : donc toutes les quatre racines le 
sont. On parvient ensuite à réduire ces quatre 
racines imaginaires à de simples racines ima- 
ginaires du second degré, en cherchant par 
la méthode des articles XII et XIII de la 
troisième partie, les diviseurs de la réduite. 
Car, trouvant xx—4 pour diviseur de cette 
réduite, il s’ensuit que les quatre racines de 
l’équation proposée sont 
* = -4-1 ± [/ (— 6) , et z — — 1 ± ( — 7) 


Cinquième. X L I I. 

exemple. S 0 it l’équation 

— 5^ a H-42r-H29=o, qui donne, par ,S3 
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jcomparaison avec 

z* -+- p z 2 — f— q z H- t — o 
V — — 5 , 4 , r = 29, 

et par conséquent la réduite 

æ 6 — 1 o x k — 91 x 2 — 16 = 0 

laquelle, en faisant x 2 —u- t--—, se changera 
en u 3 — — l u — — 3 - 7 — = 0 . Or, comme cette 
équation est de celles que la formule de l’ar- 
ticle VI ne sauroit résoudre, c’est-à-dire, de 
celles qui ont leurs trois racines réelles, il 
s’ensuit que les racines cherchées de l’équa- 
tion z 4 — 5z 2 -\-^z-\-2g—o , sont, ou, toutes 
quatre réelles , ou toutes imaginaires. Et si on 
se rappelle qu’on a vu, article XXXII, que, 
lorsque les racines sont toutes réelles , la ré- 
duite a le second terme négatif, le troisième 
positif, etc. on en conclura que la proposée # 
est dans le cas d’avoir toutes ses racines ima- 
ginaires, à cause que le troisième terme , . . 
— gix 2, de sa réduite est négatif. 

Mais, par aucune méthode connue, on 
ne sauroit parvenir, ainsi que dans l’exemple 
précédent , à donner à ces quatre racines ima- 
ginaires la forme ordinaire des racines imagi- 
naires du second degré ( 1 ), parce que la ré- 
duite n’ayant aucun diviseur commensurable, 
la proposée ne sauroit avoir ni des diviseurs 
commensurables ni des diviseurs affectés de 
simples radicaux du second degré. 

(1) En quantités qu'on puisse obtenir rigpureiuement. 
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Soit l’équation z 4 — 32 z z — 1 6 z — 2 = o, 
sixième qui donne p = — 32 , q = — 16, r = — 2 , et 
cxemp e. conséquent la réduite. 

x 6 — 64.x 4 -4- io 32 x 2 — 256 = o 

Cette réduite ayant, comme on peut aisé- 
ment s’en assurer, ses trois racines réelles, 
fait voir que la proposée doit avoir toutes 
ses racines réelles ou toutes imaginaires ; 011 
s’assurera facilement par l’art. XXXI I que c’est 
le premier de ces deux cas qui a lieu. Qu’on 
cherche maintenant , par la méthode des art. 
XII et XIII de la troisième partie, les divi- 
seurs de cette réduite, et l’on trouvera xx — 32 
qui , au moyen de l’expression générale .... 

z = ± ix ± \p ± -J-) 

donne pour les quatre racines cherchées 
2^ z-\r v/”(8 -h 2) , 2 1/ 2 — k(8~t- V 2) , 

, — 2\f — 2-f-t / (8-f / 2), — 2 V — 2 — 1/"(8 -I/2). 

’xLIV. 

Soit présentement l’équation 

z 4 — 18 z 2 z -t- 70 = O , 

elempiT. 6 qui donne la réduite x 6 — 36x 4 -t~44x 2 — 1 =0, 
ou — 388« — 2929=0 , en faisant évanouir 

le second terme par la supposition de 

x 2 —U- J t-12. 

Or , comme cette équation a ses trois raci- 
nes réelles , et que le second terme 36x 4 
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est négatif, tandis que le troisième 44a; 2 est 
positif, il s’ensuit, par l’article XXXII, que 
la proposée a ses quatre racines réelles. De 
plus la réduite n’ayant aucun diviseur com- 
me nsui-able*, ainsi qu’on peut s’en assurer par 
la méthode des articles XII et XIII de la troi- 
sième partie , il faut se contenter de trouver 
par approximation les racines cherchées. 

Pour cela, on commencera par employer 
la méthode de l’article XXI , à la résolu- 
tion de l’équation z/3 — 388?/ — 2929=0, et 
ayant trouvé 22, 74 pour la valeur de z/, on 
la substituera dans l’équation x= l/(u-hi2) , 
ce qui donnera 5,894 pour x ,• et en substi- 
tuant cette valeur de x dans 

z= ±\x ±\T{—\x x— 1 >P T -£-) 

on aura pour les quatre racines cherchées . . 
4-3,426, -+- 2,468, — 2,3i5, — 3,579 

qui seront fort proches des vraies : on en au- 
roit eu de plus exactes, si on avoit poussé 
plus loin la méthode de l’article XXI pour , 
résoudre l’équation «3 — 388 U — 2929,= o. 

X L V. 

Après avoir vu dans les résolutions des 
équations , tant du second que du troi- 
sième et du quatrième degré , comment, à 
l’aide des signes radicaux, on parvient à ex- 
primer la valeur de l’inconnue dans ces équa- 
tions , il peut venir dans l’esprit de ^chercher 
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par quelle opération on retrouveront les 
équations qui auroient amené une expression 
radicale proposée. On peut se proposer, par 
exemple , de savoir qu’elle est l’équation dont 

la racine seroit x — ^ (ab 3 ')-\-V' {ab^-^-V (a 2 c) y 
celle dans laquelle x seroit * . 

(æ 3 -4-Z> 3 ) — — -b 3 ), etc. 

Pour résoudi’e tous les problèmes de ce 
genre, ou, ce qui revient au même, pour 
faire évanouir les radicaux d’une équation 
quelconque , on s’y prendra de la maniéré 
suivante, qui étoit bien aisée à imaginer, 
après ce qui a été enseigné dans la deuxieme 
partie, article XXXV. 

Maniéré de On mettra à la place de chaque radical une 

nôuir iet m- ^ nconilue > et l’ on aura, par ce moyen 
dicaux d’une i.° Au lieu de l’équation donnée, une nou- 

quciconque. velle équation qui ne contiendra plus de radi- 
caux; 2 °. autant d’équations à deux termes qu’il 
y avoit de radicaux dans l’équation proposée- 
Or , chacune de ces équations à deux termes 
sera délivrée tout de suite de ses radicaux, en 
élevant s’es deux membres à la puissance in- 
diquée par l’exposant du signe radical que 
l’un de ses deux termes contiendra : donc il 
n’y aura plus qu’à chasser de toutes ees équa- 
tions délivrées de radicaux les inconnues in- 
troduites , opération que l’on a enseignée à 
Exemple, l’article XXXV de la seconde partie. 

Pour éclaircir ce qu’on vient de dire par 
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un exemple , soit proposé de faire évanouir les 

. . 3 3 

radicaux de l’équation x — V (ab 2 )-^- Y (ad 2 '). 

1 

Àyantfait V (a b 2 ) = y et V (ad 2 ) = z, on aura 
les trois équations 

x = >- -p z , y 3 = a b 2 , z 3 = ad 2 ; 
tirant delà première y =x — z } et la substi- 
tuant dans l^seconde, il viendra 

x 3 — 3x 2 z-{-3x z 2 — z 3 — a Jj z f 

de laquelle , avec le secours de l’équation 
z3 = ad 2 y il ne s’agit plus que de chasser z. 

Pour cela , je commence par mettre dans lu 
première de ces deux équations 

x 3 — Sx 2 z -h3xz 2 ' — z 3 = ab 2 , 
à la place de z3 , ad 2 que donne la seconde, et elle 
devient x 3 — 3 x 2 z -p 3 xz 2 — ad 2 — a b 2 , de 

laquelle je tire z 2 = ad +ab _~z -. * -. ±1 * * : mul- 
tipliant ensuite les deux membres de cette 
équation par z , et mettant à la place de z 3 
sa valeur ad 2 , j’ai une nouvelle équation 
ad‘ = î^i±îilf=îii ±ÜÜJ., qui donne 

a a d* x — a d 1 z — « b’ X. T *’ K 
zz — 5 x*. 

J’égale alors ces deux valeurs de zz, et j’en 
tire une équation où z n’est plus qu’au pre- 
mier degré, je la résous, et j’ai 

z = ! ~-*f * , qui étant substitué dans 

l’une des précédentes , par exemple , dans 
x 3 — 3x 2 z -p 3 xz 2 — ad 2 = ab 2 , donne enfin 
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l’équation x 9 — 3 ad 2 x 6 — 3 ab 2 x 6 H- 3 a 2 Mx^ 
-t-3 a z d*x3 — 2 1 a 2 ’d 2 ô 2 x3 = «3£6 -t-3a 3 £4d 2 
H- ‘6a.3d*b~ -h« 3 «4', q U i ne contient d’autre 
inconnue que celle qui étoit dans la propo- 
sée , et qui est délivrée de toute quantité radi- 
cale. On se tireroit de la même maniéré de 
quelque équation qu’on eût. 

Quelquefois les équations proposées sont si 
aisées à délivrer des radicaux , qu’il est inutile 
d’avoir recours à la méthode précédente-, et 
qu’il suffit de transposer les termes et d’élever 
les deux membres à la puissance indiquée 
par le radical qui est seul alors dans un des 
membres. Par exemple , si on avoit l’équation 

3 

x — y V' {ci V a 5 x) y en passant y dans 
le premier membre , et élevant l’un et l’autre 
à la troisième puissance , on aura une équa- 
tion qui ne contiendra plus d’autre radical que 
[F{a 5 x ). Mettant alors ce terme seul d’un côté 
et élevant les deux membres au quarré , on 
aura une équation qui ne contiendra plus de 
radicaux. Il en seroit de même dans beaucoup 
de rencontres. 


Fin de la seconde Partie. 


\ 
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NOTES 

D’ALGEBRE; 

y 

Règles des signes dans la soustraction et dans 
la multiplication. 

Il existe plusieurs démonstrations de la réglé des signes, 
parmi lesquelles on distingue les suivantes, dues au citoyen 
Laplace. 

Si de la quantité a -}- b on avoit à retrancher b , il est 
évident qu’on auroit a pour résultat : de même si de 
+ a ^=z + a b — b , on propose de retrancher -f- b , il 
vient pour reste 

+ a — b > 

et si de ± a = + a -f- b — b on ôte — ■ b , le reste sera 

+ et -f- b 

ce qui démontre la réglé connue. 


Si l’on a . * a — b 

à multiplier par» . » . ». 


le produit doit être. . . ab — db 

parce que le multiplicande étant zéro, le produit doit être 
zéro, or le premier terme étant -J- ab , le second doit être 
— ab , pour satisfaire à cette condition ; donc 

• • • 1 A 

( I e . ) a X + ^ = 


Si l’on a a 

à multiplier par b — b 


on trouvera, en faisant le même raisonnement , ab — ab 
pour produit; donc 

f*3W) . à . . -f «X — b — — ab 

Tome IT. ....... p -• 
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Enfin si l’on multiplie — a 
par .....b — b 

le premier terme du produit étant, d’après ce qu’on vient 
de démontrer, — ab , le second sera nécessairement + abf 
en edet 

— ab -J- ab = o 

donc (3°. ) — «X — /»=+.*/'. 


Démonstration du procédé pour faire la division 
algébrique . 

Les Auteurs élémentaires donnent, sans démonstration , 
la règle suivante : 

On ordonnera le dividende et le diviseur par rapport au plus 
haut exposant d’une même lettre , prise J volonté , c’est-à-dire , 
qu'on écrira pour premier terme tant au dividende qu’au divi- 
seur , celui qui renferme le plus haut exposant de celle lettre , 
et à la suite tous les autres termes sous-ordonnés par rapport 
aux exposons successifs de la même lettre ; puis divisant le 
premier terme du dividende par le premier du diviseur , on 
obtiendra un terme du quotient : ce terme trouvé , on le mul- 
tipliera par tous ceux du diviseur, et on retranchera le pro- 
duit du dividende. Cette première opération faite , on divisera 
celui des termes du dividende-reste , qui a le plus haut ex- 
posant f par le premier terme du diviseur , et on obtiendra 
un second terme du quotient ; puis on procédera comme après 
ia détermination du premier terme du quotient , et ainsi de 
suite. 

Nous allons exposerla démonstration dccctte réglé. 


Soit a* b -f- a^b 1 -{- a'b 3 -f- alA 

â multiplier par. a 3 m a 1 ni 1 and 

on aura T aê bm^'b' m+a>b 3 m +a*b*m (l) 

P°"r / +a*bm J + 0 'ym , +oJb3m’-^- a 3 b' i m , (a) 


produit / -f -a s bm J -4-a*b*m 3 -4~a 3 b s /n 3 +a 9 b*m3 


On remarquera i°. que dans ce produit il se trouvera un 
terme qui renferme la plug haute puissance de la lettre a -, 
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Que ce ferme résulte du terme analogue du multiph- 
fcande par le terme (*) analogue du multiplicateur. 

On tire dc-là celte conclusion : Si après avoir écrit pour 
premier ternie , tant au dividende qu’au diviseur, celui qui 
renièrme le plus haut exposant de la même letlre a , dans 
l’exemple proposé, on divise l’un par l’autre, le résultat 
sera le terme du quotient qui renferme aussi la plus haute 
puissance de la même lettre. 

Ainsi, dans cette exemple, le produit étant considéré 
comme un dividende , et le multiplicande comme un divi- 
seur, on divisera a 1 bm par a*b, ce qui donnera a 3 m pre- 
mier terme du quotient. 

Si dans un dividende quelconque proposé , on dîstinguoit, 
comme ici, tous les produits partiels numérotés (i), (2) , 
( 3 ), il y auroit plusieurs manières d’obtenir le premier terme 
du quotient : 

i°. en divisant a 7 bm par n 4 é , cequidonneroit a 3 m 


2°. . . . . • a 6 b*m . . a 3 b' a 3 m 

3 ° a 5 b 3 m . . a.' b 3 , a 3 m 

4 0 a*b*m . . ah 4 a 3 /n. 


ou enfin, comme le produit partiel numéroté (1) est, en 
ne faisant qu’indiquer , 

( a*b -f- a , b t -f- a'b 3 -j- ab* ) a 3 m 

on obtiendra encore le même premier terme du quotient 
en divisant 

( n + é -f- a 3 é* cz’è 3 >4 -ab* ) a'm 

par a*b -j- a 3 b * -}- a‘b 3 -f- né 4 . 

car a 4 è n 3 é I -f- a l é 3 -f* «é 4 étant un facteur commun 
au dividende et au diviseur, on l’effaceroit , et il vien- 
droit 


quotient trouvé plus haut. 

Il est donc démontré que pour obtenir le premier terme 


(*) J'entends par termes analogue» du multiplicande er du multiplie* te UC 
«eu* qui renferment la plus haute puissance de la même lettre a. 

F 2 
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du quotient , il suffit de diviser l’un par l’autre les termes 
du dividende et du diviseur qui renferment la plus haute 
puissance d’une même lettre. 

D’où l’on peut conclure encore que la division de ces 
deux termes équivaut à celle par le diviseur entier de la 
partie du dividende qui résulte du produit du diviseur par 
Je premier terme du quotient, ou, pour notre exemple, 
de la ligue n°. ( 1 ) par le multiplicande pris pour divi- 
seur. 

Donc à cette dernière division qu’on devrait réellement 
faire, mais qui n’est pas possible , on peut substituer la pre- 
mière qui l’est toujours , et qui , de plus donne le même 
résultat. 

Ceci fait , on multipliera tout le diviseur par ce premier 
terme du quotient, et le produit représentera la partie du 
dividende , qui a réellement été divisée par le diviseur, 
d’après ce que nous venons de remarquer; on soustraira 
ensuite ce produit du dividende , ce qui détruira la ligne 
m°. (i), dans notre exemple , ou son analogue dans un autre. 

Passons à la recherche du second terme du quotient. 

On remarquera que de tous les termes du dividende res- 
tant , celui qui renlerme le plus haut exposant de la lettre 
choisie , 11e peut résulter que du terme analogue du mul- 
tiplicande par le terme de second ordre du multiplicateur 

2 ui est le quotient ; il pourrait bien aussi venir du terme 
e second ordre (*) du multiplicande , multiplié par le terme 
de premier ordre du multiplicateur ; mais celui-ci se trouve 
dans, le premier dividende partiel, qui est eliacé. 

Donc pour obtenir le deuxième terme du quotient, on 
divisera le terme de plus haut exposant dans le dividende 
restant par le premier terme du diviseur toujours ordonné 
de la même manière, et le résultat sera le second terme 
du quotient. 

11 y aurait, comme pour le premier terme , diverses ma- 
niérés de le trouver , mais elles soiit presque toujours im- 
praticables. 

Ce second quotient trouvé, on le multipliera par tout le 
diviseur, ce qui donnera, dans notre exemple, la ligne 
n u . (2) ou son analogue dans toutes les divisions. 

De tous les termes du dividende restant , celui qui a le 
plus haut exposant de la lettre choisie , est toujours donné 


(*) J’entinds par terme de deuxième ordre celui qui renlerme la puisunc» 
de la Italie oiiuikie , immédiatement intérieure il la plua liante. 
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par la multiplication du terme de premier ordre du multi- 
plicande par le terme de troisième ordre du multiplicateur. 
Ce même terme pourroit bien aussi , quant à I4 dimension, 
de a, résulter du troisième terme du multiplicande parle, 
premierdu multiplicateur , ou du deuxième du multiplicande 
parle deuxième du multiplicateur ; mais si l’on considère que 
ces deux dernières combinaisons se trouvent dans les deux 
premiers dividendes partiels déjà effacés , on verra qu'on ne 

S eut faire un mauvais choix en prenant celui des termes 
u dividende restant, qui renferme le plus haut exposant, 
et le divisant toujours par lè premier . terme du diviseur , 
division dont le résultat sera le troisième terme du quo- 
tient: par ce troisième terme , ainsi trouvé , on multipliera le 
diviseur , ce qui rendra la ligne n°. ( 3 ) ou son analogue 
dans une autre division. 

On voit <fue la série de ces procédés fournit l’énoncé de 
la réglé prescrite. 

Dans l’exemple sur lequel nous avons raisonné , le terme 
qui renferme la plus haute puissance de la lettre a étoit 
unique; mais on conçoit qu’il peut être multiple, ce qui 
seroit arrivé dans la division précédente , si l’on eût ordonné 
par rapport à la lettre t. ' f 

Le cas analogue sera fourni par la multiplication de 
a+â-f-a 3 /? 1 -j - ab* 

par a m -j— o. 11 q* an* ,, j 


a® A/n-f-a 5 b* b i £ 4 ni (i) 

-t-a 6 &n -f-a 3 4’« +a 4 A , f > +« ï i 4 n.. 

I -4 b‘ /i 3 b 3 m*d-a*b*m* ( 3 ) 

-4 -a* b* a' -fa '&n*+d‘b*n*. ! (4) 


Nous supposerons d’abord qu’on propose de diviser la 
produit par le multiplicande. i'K 

Dans ce cas , après avoir ordonné le devidende et le di- 
viseur par rapport à la plus hautç puissàn,cq de la lettre 
a , ce qui donnera au dividende deux termes de plus haut 
exposant , on commencera indifféremment la diyision par 
rapport à l’un ou à l’autre de ces deux termes. 

En effet, si c’est 


a 6 bm qu’on divise par a 4 b , on aura pour quotient a*m 


aussi l’ordre dans lequel se présentent ces deux termes du 

*P3 
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quotient doit - il être indifférent , puisqu'ils sont de mêmfl 
exposant par rapport h la lettre a. 

L’un ou l’autre de ccs termes trouvé , on le multiplie par 
le diviseur , ce qui donne une des deux lignes (i) ou 
( 2 ) , puis on lait la soustraction , ce qui efface l’une des 
deux lignes. 

Cela fait , on trouve le second terme du quotient de même 
dimension en a que le précédent , en divisant le terme 
de même ordre du dividende par le premier terme du di- 
viseur. 

Alors l'opération se continue, comme dans l’exemple pré- 
cédent. 

On étendroit aisément ce que nous venons de dire au 
cas où les termes du plus haut exposant, dans lddividende, 
seroient en nombre quelconque. 

Nous supposerons , pour deuxième cas , qu’on prenne le 
multiplicateur pour diviseur, en conservant toujours l’hy- 
pothèse que les termes de plus haut exposant soient mul- 
tiples. 

On commencera toujours par ordonner le dividende et 
le diviseur; ceci fait, on choisira parmi les termes du 
même ordre du dividende celui qui est exactement divi- 
sible par celui qu’on a écrit le premier au diviseur; ou, 
plus généralement , on prendra dans les termes de premier 
ordre du dividende et du diviseur deux termes qui se 
divisent exactement. Ainsi , dans notre exemple on 

divisera. ’ 

a s bm par a'm, ce qui donnera a* b. 

ou a ( bn a'n , .... a +b. 

La raison de ce procédé est que si l’on divisoit a*bm par 
a n y on auroit — — qui ne fait pas partie du multiplicande. 

Ce quotient obtenu, on le multipliera par tout le divi- 
seur , puis on fera la soustraction ; mais on remarquera 

S ue, dans ce cas la soustraction efface les deux termes 
e plus haut exposant, plus les termes a*bm % eta 5 6«\ 
Cette première opération faite , le reste de la division se 
pratique comme à l’ordinaire. 

On généraliseroit aisément ce que nous venons de dire 
pour l’adapter à l’hypothèse d’un nombre quelconque de 
termes de même ordre dans l’un des deux facteurs. 

‘ Il resteroit à supposer que les deux facteurs renferment 
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plusieurs termes de même exposant par rapport à la lettre 
a, comme si l’on avoit 

a*/j 


à multiplier par., a Vn-f-a’n-j-u/n 1 


produit = 


a 6 bm -{- a 5 bm * -f- a 4 b 3 m -f- a 3 b 4 ni 
-j-a s cm-\-a s cm*~\~a* b 3 «+« 3 b+n 
-f*a 6 bn-\-n i bn'‘\* ^-a î Z> 3 m*-f*a , Z»*/7i* 

-j-n 6 cn -f- -4 -a 3 b 3 n' -\-a*b*n* 


Le multiplicande est pris pour diviseur. 

On chercheroit parmi les quatres termes de plus^grand 
exposant dans le dividende , ceux (*) qui sont exactement 
divisibles par celui qu’on a écrit le premier au diviseur ; 
on divise alors l’un quelconque de ceux-là par le pre- 
mier terme du diviseur, ce qui donne un terme du quo- 
tient , qu’on multiplie par le diviseur; puis l’on lait la 
soustraction qui ellace ceux des deux termes de plus haut 
exposant , qui sont exactement divisibles , plus les termes 
a'b^m et a 3 b K m. 


On^e conduirait d’une manière analogue pour trouver 
un sc®nd terme du quotient. 

En se rendant familiers les préceptes que nous venons 
de poser pour tous les cas de la division , on 11e rencon- 
trera dans cette opération aucune diiiiculté qu’on nfe puisse 
surmonter. 


Observations sur la méthode 
commun diviseur 


du plus grand 


On a été conduit au procédé connu pour obtenir le plus 
i;ragd commun diviseur de deux nombres ou de deux po- 
lynômes , par l’opération graphique pour trouver la com- 
mune mesure entre deux lignes, lorsqu’elles sont comrncn- 
surables : si on a deux lignes A et B dont B soit la plus 


(*) Je dis ceux , parce que , dans ce cas , il y en a toujours plusieurs qui 
jouissent de cette propriété : dans notre exemple , chacun des deux tenues 
bm , a° 6 n Ml exactement dirisé par a 4 >. 

P 4 


Digitized by Google 



U 2 & Notes 

petite , on mesure A avec B, ce qui donne un reste R , puis 
on mesure B avec R et en supposant un reste R ' , on 
porte R sur R' ; et si R contient exactement R' , alors R 1 
est la commune mesure exacte des deux lignes A et B : 
car d'abord R 1 mesure n R rf- R' — B , n indiquant le nombre 
de fois que R est exactement dans B $ donc il mesure aussi 
n' B 4- R A , n' désignant le rapport , en nombre rond, 
entre A et B. On apperçoit facilement ici que R* est la 
plus grande commune mesure des deux lignes A et B. 

Mais si au-lieu de porter le premier reste sur B , le second 
reste sur le premier et ainsi de suite , on mesure tous les 
restes sur la ligne A — \, en prenant toujours un quo- 
tient plus grand d’une unité que le véritable , ce qui donne 
des restes négatifs , on aura , en désignant les restes par 
R , R' , R", «"'etc., et les quotiens successifs par q, q', q" , 'q" 
etc., celle suite d’équations 


I ■= (jB — R 
I = q'R — R> 
1 = q"R’ — R ' 1 
etc. 


d’où l'on tire 


B == 
R — 
R' = 


1 -4- fl 

? 

1 -4- R r 

■ +R n 


et enfin 


etc. 


B = -i -f JL + , etc. 

série infinie , si A et B sont incommensurables. 
Soient 

q = X ; q’ = 2 ; q" = 3 ; q " 1 se 4 , etc. 

on aura 


B 


= (4. — + -1 îr- -b etc. 

• i.a 1 1 i.a.J.4 1 


donc 
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i + 5 = i + i + , 70 ^ + etc - 


22g 


Celte série représente la base des logarithmes hyperboli- 
ques , ou le nombre e , comme on le verra dans la suite. 

Tout nombre premier qui ne divise ni T un ni 
l'autre des facteurs A et B, ne peut diviser 
leur produit viB. 

Soit , s’il est possible , 0 un nombre premier qui ne divise 
ni A m B, mais qui divise le produit AB ; on pourra 
toujours supposer qu’en divisant A par 0 , on ait le quo- 
tient rn qui sera zéro si A est 0 et le reste A' ; on aura 
tlonc A — ni 0 A 1 et semblablement B = n 0 + donc 
AB — mnb x + nA'6 -f- nzB'0-f- A' B'. Cette quantité , d’après 
l’hypothèse , doit être divisible par 0,, et comme la partie 
7WZ0 1 -f- nA'è 4- mB'6 se devise d elle-même par 0 , il faudra 
que l’autre partie A 1 B' soit également divisible par 0- 

Dans ce premier résultat , nous remarquerons , i°. que 
'A' et B' ne peuvent être zéro, parce que A et B sont sup- 
posés non divisibles par 0; 2 0 . que A' et B' étant des ^restes 
de division sont moindres que le diviseur 0; 3°. qu’aucun 
des deux nombres A' et B' ne peut être égal à 1 unité 5 
car si l'on avoit A' = r , le produit A' B deviendrait B' ; 
or B' étant < 0 , il est impossible que B' soit divisible 
par 0. 

Nous avons donc deux nombres entiers A’ et B' , tous 
deux plus grands que l’unité, et tous deux moindres que 0, 
dont le produit est divisible par 0 , de sorte qu’on a 
A' B' = 6C'. 

Voyons les conséquences qui en résultent. 

Puisque A 1 est moindre que 0 , on peut diviser 0 par 
A' ; soit m! le quotient et A 11 le reste , on aura 0 = m'A' 
4- A u . Donc 6 B' — m' X A' X B' + A u X B' : le premier 
membre est divisible par 0 , il faut donc que le second le . 
soit aussi : mais la partie m' X A 1 X B' est divisible d’elle- 
même par 0 , puisque A'B'-=sC'6 : donc l’autre partie A 11 B 1 
doit .être encore divisible par 0. 

Le nombre A" qui est un reste de division , est moindre 

3 ue le diviseur A' ; il 11e peut d’ailleurs être zéro, car 
ans cette hypothèse , 0 serait divisible par A' et ne serait 
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plus un nombre premier. Donc du produit ,'A' B ' , supposé 
divisible par S , on tirera un autre produit A' 1 B 1 aivi < 
sible encore par 0 , lequel est plus petit que A' B' et ce- 
pendant n’est pas zéro. 

En suivant le même raisonnement , on déduira du pro- 
duit A^B' un autre produit A'"B' ou A V B" encore plus 
petit, et qui sera toujours divisible par 0 sans être zéro. 

Et en continuant la suite de ces produits décroissants, 
on parviendra nécessairement à un nombre moindre que 0. 
Or il est impossible qu’un nombre moindre que 0 et qui 
n’est pas zéro, soit divisible par 0; donc l’hypothèse d’où 
l’on est parti est impossible. 

Donc si les nombres A et B ne sont divisibles ni l’un 
ni l’autre par le nombre premier 0 , leur produit AB i.c 
pourra non plus être divisible par 0. 

Cette proposition est extraite de la théorie des nombres 
du citoyen Legendte. 

On en peut conclure que si la fraction — est irréduc- 
U* b* 

tible , les fractions — ou — le seront aussi. En effet la 

« a 

fraction — étant irréductible , il n y a aucun nombre pre- 
mier qui divise en meme tems b et a , et comme il suit 
de la démonstration précédente que tout nombre premier qui 
ne divise pas b ne divise pas b X b ou b 1 , il devient évi- 
b* b a 

dent que les fractions — et — n'ont aucun facteur commun, 
et quelles sont irréductib’es, on prouveroit de même que les 

gn frm. 

fractions — ou — le sont aussi lorsque b et a n’ont aucun 

facteur commun. Il suit de-là que les racines de nombres 
qui ne sont pas des puissances parfaites sont incommen- 
surables , puisque ces quantités ne pouvant être repré- 
sentées ni par des entiers ni par des tractions, n’ont au- 
cune mesure commune avec l’unité. 

Démonstration du binôme de Newton , dans le 
cas de V exposant entier. 

Les remarques sur la forme des produits des facteurs 
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x a , .r-f-ô, .r-f -c, etc. sont évidentes à l’inspection 
meme de ces produits , toutes les fois qu’on prendra un 
nombre limité de facteurs. On peut prouver que la forme 
de ces produits doit rester soumise à la même loi , quelque 
soit leur nombre. 

Si on représente par 


m m — I m — 2 m — 5 

X -p-JPjC -f-Çtx Rx + F 

le produit d’un nombre quelconque m des facteurs , x-\-a 7 
x -\-b , j 4 - c , x d , etc. et qu’on le multiplie par un 
nouveau facteur x-\ -1 , il viendra 


m -\- 1 m m — i m — 2 

X -J -Px 4“Ç* -}- Rx 


* 

. + Yx 


m m — X m — 2 

4 -/ 2 ; 4 -PI& -\-Qlx 4- ÎY. 

Il est évident i°. que si P est la somme des m seconds 
termes a, b, c , d, etc. , p-\~l sera celle des m-{-i se- 
conds termes a , b , c , d , etc. , / , et par conséquent la 
composition assignée à ce coefficient sera vraie pour le pro- 
duit du degré m + i , si elle est vraie pour le produit 
du degré m. 

2 .°. Si Ç est la somme des produits des m quantités a , 
b, c , d, etc. , prises deux à deux, Ç-\-/P exprimera celle 
des produits de /n4~ 1 quantités a, b, c, d, etc. I prises aussi 
deux à deux; car P étant la somme des premières , IP sera 
celle de leurs produits par la nouvelle quantité introduite 
J; donc la composition assignée sera vraie pour le degré 
m 4* 1 • si elle l’est pour le degré m. 

3°. Si R est la somme des produits des m quantités a , 
t , c , d , etc. I , prises trois à trois , R 4- 1 Q sera celle 
des produits des m4i quantités , a , b, c, d' etc. I 
prises aussi trois à trois , puisque 1 Q , d’après ce qui pré- 
cède , exprimera la somme des produits des premières prises 
deux à deux , et multipliée par la nouvelle quantité intro- 
duite /; donc la composition assignée sera vraie pour le 
degré m 4 - 1 , si elle a lieu pour le degré m. 

On voit que cette manière de raisonner s’étend à tous 
les termes, et que le dernier IY sera le produit des m-\~i 
seconds termes îles binômes. 

I.es remarques énoncées étant vraies pour le produit 
du quatrième degré , par exemple, le seront, suivant ce qu’on 
vient de voir , pour celui du cinquième , pour celui du 
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^sixième , ef en s’élevant ainsi de degré en degré , elles 
seront entièrement prouvées. 

En supposant les' seconds termes des m facteurs, x-^-a, 
x b , etc. égaux entre eux , le produit devient la puissance 
m du binôme (jr-j-u), ^ prendra la forme 

m m— i . m — a m—’i 

x ~j~ mox -j- Aa'x -J- Ba'x -f- etc. 

Les coefficients A, B, C, représentant le nombre de pro- 
duits ddlérents que l’on peut former avec m lettres prises 
deux h deux , trois h trois , etc. 

I-a recherche des coefficients du développement du bi- 
nôme (x -f- a) m se réduit à cette question. 

Etant donné un nombre m de lettres , déterminer combien 
il peut en résulter de produits differens composés de n lettres . 

La solution de cel énoncé est comprise dans les trois pro- 
blèmes qui suivent. 


Problème I er . 

Déterminer combien ai’ec m lettres , on peut former U’ar- 
rangemens différens. 

Si l’on avoit formé tous les arrangemens possibles de 
m — i lettres pour obtenir ceux de m lettres , il faudrait 
introduire dans chaque arrangement , la nouvelle lettre 
à toutes les places possibles 5 on pourrait la placer avant la 
première, avant la seconde, etc., avant et après la der- 
nière ; un terme composé de m — i lettres . en donnerait 
donc m composés de m lettres; ainsi en représentant par x 
le nombre des arrangemens que donnent m lettres et par x* 
celui des arrangemens de m — i lettres , on aura l’équation 

x = mx 1 

Cette équation a lieu quel que soit la valeur de m , ainsi 

(m — I) 

en représentant par x", x” 1 , x le nombre des arrange- 
mens de m — 2, m — 3, m — {m — i) lettres, on aura 

x’ — (m — i)x" 

x 11 — (m — 
etc. 

(» — j) 

x pz m — . ( m — I ) 
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car une lettre ne peut donner qu’un seul arrangement. En 
(m — i) ( m — a) 

substituant pour x , x etc. leurs valeurs dans les 
équations précédentes , on aura 

x — m. m — i. m — 2. m — 3 m — (m — 1). 

Problème IP m \ 

Etant données m lettres a , b , c, d, etc. déterminer le 
nombre des arrangemens qui en peuvent résulter en ne fai- 
sant entier que n lettres dans chaaue arrangement. 

Soient y le nombre cherché , j A 1 e nombre des arrangemens 
de w — 1 lettres prises n — 1 à n — 1 , nous chercherons, 
comme dans la question précédente à faire dépendre y de .y'. 

Eu plaçant la lettre a devant chacun des arrangemens des / 
m — 1 autres lettres prises n—x à/i — 1 , on auroit tous les ar- 
rangemens de n lettres dans lesquels la lettre a occuperait la 
première place , et le nombre de ces termes serait y' : de 
même en plaçant la lettre b devant chacun des arrange- 
mens formés avec les m — 1 autres lettres a , c , d, etc. 
prises aussi n — 1 à n — i,on auroit tous les arrangemens 
de n lettres, dans lesquels la lettre b occuperait la première 
place , ce qui donnerait encore y 1 termes. En faisant le même 
raisonnement pour chacune des lettres c , d , etc. on auroit à 
chaque lois jy' termes, donc puisque le nombre des lettres 
est m , on aurait en tout rny' termes , ainsi on aura comme 
dans la question précédente 

y — my' 

En représentant par y 11 y 1 " , etc. le nombre des arrangemens 
de (m — 2) lettres prises n — 2 à n — 2, de m — 3 lettres 
prises n — 3 a « — 3 , etc. on aura ces équations. 

y' =! (m — 1 )y" 
y u zzz ( m — 2 )y " 1 
etc. 

Si l’on représente par y~ ^ le nombre des arrangemens 
que dod nent m — ( n — r ) lettres prises n — ( n •— 1 ) à 
» — ( n — 1 ) ou une à une , on aura évidemment 

- <"— *) f x 

Z =m— C«r=i)- 
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et en substituant dans les équations précédentes, jusqu’à la 
première , on trouvera 

y si m. m — i . m — 2. m — 3 .... m — (n — i) 

On peut déduire de celte formule le nombre des arrange- 
mens de m lettres, en les taisant entrer toutes dans chaque 
arrangement : il suffit d’y faire m — n, ce qui donne 

y — — m. m — I . m — 2 I . 

Problème III m \ 

F tarif données m lettres, déterminer combien elles donnent 
de produits différent composés de n lettres. 

Si ces produits étoient connus , en donnant aux lettres qui 
entrent dans chaque terme toutes les dispositions possibles, 
on auroit tous les arrangemens de m lettres prises nàn. 
Puisque chaque produit est composé de n lettres, pour un 

terme , on auroit i. 2. 3 n arrangemens , donc si l’on îe* 

présente par P le nombre des produits dillérents, on aura 

P (i. 2. 3. 4. . . .n) = m. m — x m — 2. . . . m — (ri — 1) 

d’où l’on tire 

m.m — 1. m — a m — (n — 1) 

I . a . 3 , 4 n 

Tous les cas particuliers se déduisent facilement de cette For- 
mule; en y faisant n— j, on ale coefficient du second terme 
= m 

En faisant n — 2, on obtient le coefficient du 3". terme 

m — i 

~ m. 

1 

etc. 

Pour le dernier il faudroit faire nsim , ce qui donnne P— 1. 

Un terme cruolconque du développement du binôme 
(■*+") m sera donc représenté par la formule 

m. m — I m — a m — (n — 1) 

— ■ a. ” n cé' 

1 a 3 n # 

Le terme suivant sera 

m . m — » . m — a m — (n — 1) , m — n m — 'n-t-l) n-f-I 

1 a 3 • . ' n ’ n-t- i x 0 
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En divisant la seconde formule par la première, on obtien- 
dra le rapport entre deux termes consécutifs , ce rapport est 

"IZÜL — j il indique de quelle manière chaque terme se dé- 
a? # 

duit du précédent. 

Il nous reste à démontrer que dans le développement 

de ( x -j- a ) deux termes également distants des termes 
extrêmes ont même coetiicient numérique. Prenons, à cet 
etlet , le terme qui a pour coefficient 

m.wi— i. m — 2 (n — i) 

1 . 2.3 


cme. ». 

ce terme sera le ( n -(- i ) à partir du premier ïnclusï- 
vement, c’est-à-dire, qu’il y aura n inlervals entre le pre- 
mier terme et celui qu’on considère; le nombre total des 
termes étant m -f- x , puisque l’exposant du binôme est m , 
le terme placé, à m — n intervals du premier et conséquem- 
ment à « intervals du dernier, aura pour coefficient nu- 
mérique 

m.m — i.m — 2 ..... ; m — (771 — n — I ) 

I.a.3...» m — n 

m.rn — I. m — a.... n-f-« 

1.2.3 . m — n 

il s’agit donc de démontrer qu’on doit avoir 

m.m — i.77i — a m—(n—i ) m.m — t.m — 2 n-f-I 

1.2*3.. .........A 1.2.5. ........ .. 771 M 


ou après avoir fait disparaître les dénominateurs , que 

( 1 .2.3 m — n ) ( m.m — i m — ( n — i ) = 

( 1 .2.3 ri) ( m .m — i n-j-i ) 

or le premier membre est le produit de la suite des nom- 
bres naturels depuis m jusqu’à m — (n — i), multiplié par 
la suite des nombres naturels depuis m — n jusqu’à l’u- 
nité, ou le produit de tous les nombres naturels depuis x 
jusquà m inclusivement , le second membre ollre le même 
produit , donc etc. 

On serait parvenu plus brièvement à cette conclusion en 

m 

observant i°. que le développement du binôme (a-j-a:) 
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reste le même en changeant x en a et réciproquement; 2°. 
que les coefficients ne dépendent que de l’exposant et de 
nombres, doit résulte nécessairement qu'à partir des deux 
termes extrêmes les coellicients des termes de même rang 
doivent èl\é les mêmes. 

Nous avons donc démontré cette formule. 


..." ", , , m.m — i "- 1 , 

(a--j-aj — x -J - nix a -j — x a 


, m.m — î.m — 2 " 3 

H — x n’-j-etc. 


et conséquemment 


i-f-x. x 1 -f. = .r 3 -fetc. 

* i.a i.a.3 * 


Si on ordonne ce développement par rapport aux puissances 
de m , ce qui se fera en ellectuaut les opérations indiquées 
dans les coellicients et qu’on représente par B , C , etc. les 
facteurs de /«* , ni 3 , etc. dans le nouveau développement, 
on aura 


( I -j. x )”* — 1 -j- x ] m + Bnï* + Cm} -f- etc. 


faisons 


X 

a' 

+? 

— — 
4 

-}-etc. 


„ *’ 1 11 * 4 , 

A — x~ -J +-3 — - 4 * etc. 


et examinons ce que deviennent, en même teins, (i -f- -r) 
et mA, lorsqu’on attribue une suite de valeurs à m , 


h m — o correspondent' (i +^)° et o A 


ni— 1 (1 -\-x)' . . iA 

m — z (x -j- x) ‘ . . zxl 

m — 3 . (1 + x) 3 . . SA 

etc. etc. etc. 

donc 
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donc 

A — lo 8- ( 1 + * ) = ■» — ~ % — t“^T + etc - 

a o 4 5 

formule qui sert à calculer le logarithme du nombre re- 
présente par ( i ^j- x Au reste nous reviendrons sur 
cette question dans la suite de ces notes. 

Transformation d'une fraction 

Si on divise i°. Ay^m par B , que le quotient soit q 
et le reste R ; 2°. A X n par R , que le quotient soit 
q 1 et le reste R f : 3°. A X p par A 1 , que le quotient soit 
q v et le reste R y et ainsi de suite, on aura 


BXç+R^AXm) 

« Xç' + R'=AX» > d'où H = ‘ J—% 

*'X9'+**=axp h = 7'-*7' 


R 1 X^"+ R''—AXp 


■A €f slq 

»» n JT 

9 99' ‘ 

m n , P ___ R" 

9 99' ' 99' 9" ^99'9 n} 

etc. 

et faisant les substitutions indéfiniment 

J5 m h p r 

A ~~ 9 ^ ~~ 99'9"9" r CtC ‘ 

Dans le cas de m = n =p — q e t c . = i , il vient 

B_ 1 I I 1 

A 9 99' ‘ 99' 9" 99' 9" 9'" ‘ etC ’ 

Dans la suite nous déduirons des conséquence» remarquables 
du développement précédent. 

Tome II. O 
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Note» 


Résolution de ï équation générale du second 

degré. 

I/équation 

«■* + P* — 7 

peut représenter toutes celles du second degré : en ajou- 
tant aux deux membres la quantité , elle devient 

** + ^ + ^- = <7-+-^- 

Par cette addition le premier membre est le quarré parfait 
de *+ 7 j extrayant donc la racine de part et d’autre , 
on a 

^ + kp — V <7 + 7 


Mais on observera que la racine quarrée d’un nombre peut 
être également aliénée du signe -f- ou du signe — 5 car 
le quarré de — a est le même que celui de -f-n, et comme, 
en général, rien n'indique celui des deux signes avec le- 
quel on doit prendre la racine , on posera 

* + r/> = ± I/7+7 


équation qui ne renferme plus x qu’au premier degré et 
de laquelle on tile 


=-iP±V<~ 


+ 7 


On a donc pour x deux valeurs différentes, suivant que 
l’on prend le signe -j- ou le signe — , et on peut s’assurer que 
chacune de ces valeurs satisfait également à la question 
proposée. 

tin peut encore se convaincre de la manière suivante que 
dans 1 équation du second degré l’inconnue admet deux 
valeurs. 

Après avoir rendu le premier membre un quarré parfait, 
en ajoutant de part et d’aulre le quarré de la moitié du 
coefficient du second terme , on peut considérer le second 

membre 7+7 comme le quarré parfait de V'U? 


O 
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et faisant passer — -f- q dans le premier , l'équation devien- 
dra 

*•+/*+ j-(£+*) = o' 

Mais on sait que la_ différence de deux quarrés est égale' 
à la somme des racines multipliée par leur dificrence , ce 
Qui resuite de la multiplication de a -j- b par a — b, on peut 
donc écrire * 

{*+~V j + ?}{* +T + t/ Ç + vj-o 

Il ne s agit plus que de trouver pour x une valeur telle 
que le produit soit égal à zéro ; or un produit composé 
de deux facteurs devient nul eu égalant l’un ou l’autre de 
ces facteurs à zéro. Ainsi l’équation sera également satis- 
faite en supposant 

*+~~ \/^+ q=o on * + Z + \/£ +(/ — 0 
ce qui donne pour x les deux valeurs 


* = -î + V r i + r 


et . = _Z_V'Ç+, 

En donnant à lequation 

x'+px — q — 0. 

la (orme 

(-+ i- V'ï +~<) .(- + f + V^TT) =o ' 

on voit que le premier membre est divisible par i’incon, 
nue moins sa valeur. Cette propriété s'étend aux équations 
de degrc quelconque; elle est fa base de la résolution des 
équations numériques. 

En représentant par x' et x" les deux racines de lé* 
quation du second degré , on a 

O a 
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l/Ç+7 

ajoutant ces deux équations , on trouve 
x' -f- x" = — p 
ou en changeant les signes 

pz=-(x>+x") 
Ainsi dans l’équation 

x* -f- px — q — o 


l 


le coefficient du second terme est égal à 1a somme des 
racines , prise en signe contraire. 

En substituant au lieu de p sa valeur — (*'+**) dans 
l’équation 

as'* -f P x ' — q — o 

on a 

x u — x' ( x' -f-x w ) — q — o 
ou 

x'* — x'* — x'x" — q — O 

d’où l’on tire ^ 

— q — x'x " 

/ 

Ce résultat nous fait voir que le terme tout connu est égal 
au produit des deux* racines. 

La formule 



qui représente les deux racines de l’équation du second de- 
gré , prend diüérentes formes suivant la relation qui existe 
entre p et q. 

Si — -f -7 est un quarré parfait, les deux valeurs de % 

seront couimensurables. Il est clair qu’elles ne peuvent 
t’être que dans ce cas , h moins que l’on ait q négatif . 

«oui le radical et égal à ~ , parce qu’alors les deux ra- 
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eïnes sc réduisent à — ~f et le premier membre devient un 
quarré parfait. « •' 

, p* 

l.orsque — -j -<7 n’est pas un quarré parfait, les racines 
sont incommensurables , et on conclut de-là que le problème 
n a pas de solution numérique exacte ; mais alors on peut 
toujours trouver deux nombres aussi approchés qu’on vou- 
dra des racines de la proposée.’ 

Il faut surtout remarquer le cas où l’on a 4- q <[ o , ce 
• . 4 », 

qui a lieu lorsque q est négatif dans le second membre 

et plus grand que on est alors conduit à extraire la 

racine quarrée d’une quantité négative. 

l e problème qui conduit à ces valeurs est impossible , 
car un nombre réel positif ou négatif ne peut avoir pour 
quarré un nombre négatif. 

Ces racines qu’on nomme imaginaires peuvent se mettre 
sous la forme d’une quantité réelle augmentée ou diminuée 

d’une autre quantité réelle multipliée par V' — 1. 

En effet, soit 

les deux valeurs de x deviendront 




On voit qu’à cause du double signe + dont le radical doit 
être affecté , la racine imaginaire est double , ensorte que 
les racines d’une équation du second degré sont ou toutes 
deux réelles ou toutes deux imaginaires. 1 . 

Pour mienx connoître en quoi consiste l’absurdité des 
questions qui conduisent à des racines imaginaires , pro- 
posons-nous le problème suivant: * 

Partager un nombre p en deux parties dont le produit 
soit égal k q. 

En désignant l'une de ces parties par x , l’autre sera 
exprimée par p — x , et leur produit sera px — a’ : on 

Q 3 
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aura donc px — x'-xzq , ou changeant les signes x‘ — pxzx. — q. 
Cette équation renlèrme toutes celles dont les racines peu- 
vent être imaginaires : en la résolvant , on trouve 


®== + '~P ± V ~~Ç 

valeurs qui seront réelles tant que —■ sera plus grand que q , 

c’est-à-dire tant que le quarré de la moitié du nombre 
à partager sera plus grand que le produit qu’ou exige des 
deux parties qui le composent. 

Or de quelque manière qu’on partage le nombre 
donné , les deux parties pourront être représentées par 

— d et — — d dont le produit est 

(■f + 0(^-0=?-' - 


Ce produit sera donc moindre que » à moins que la 
quantité d ne soit égale à zéro , auquel cas chacune des par- 
ties étant— , leur produit sera — j il est donc absurde de 

“ 4 r’ 

demander que ce produit soit plus grand que ~ et 1 algèbre 

avertit que ce qu’on cherche n’existe pas. 

Lorsque ~ sera plus grand que q , les racines de l’é- 
quation ' 

px q xx o 

6eront réelles , et il sera toujours possible , à l’inspection 
des signes des côefliciens , de reconnoître si elles sont posi- 
tives ou négatives. 


■ q étant égal au produit des deux racines , elles seront 
de même signe lorsque q sera positif, et comme p est égal 
à leur somme prise en signe contraire , elles seront toutes 
deux positives ou toutes deux négatives , suivant que p sera 
négatif ou positif. „ . . 

Si q est négatif, les racines seront de signes diflérens et la 
racine positive sera plus petite ou plus grande que la ra- 
çine négative, suivant que p sera positif ou négatif^ 
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J 

De la méthode des coefficiens indéterminés . 

Si on divise x par 1 — x, on trouve , 

— — = 1 x + .r J -f- x % -f- elc. 

1 X 

. . <“> » ■ ’ 

égalité qu’on nomme identité , parce que le premier mcm; 
bre est une opération indiquée , tandis <|ue le second en 
est le résultat. En général, on appelle identité toute égalité 
entre une fonction non développée et le dévelpppement 
de cette fonction. On pourroit de même obtenir par la divi- 
sion un développement de même forme-potir toute fraction 
rationnelle ; mais lorsque les deux termes de la fraction 
sont composés , la division devient laborieuse , et la loi 
qui régne entre les coefficiens est plus cachée. On fait alors 
usage de la méthode qui suit : on suppose . 

| = A -f- Bx -j- Cx * -j- Dx ! + etc. 

A, B , C, etc. étant des coefficiens inconnus et indépen- 
dans de x , lesquels doivent être déterminés par fa condition 
que ce développement hypothétique soit le quotient de la 

fraction 1 _ x • à cet effet , il faudra se procurer autant d’é- 
quations qu’il y a d’indéterminées A , B , C , etc. à éva- 
luer. Or le quotient multiplié par le diviseur doit repro- 
duire le dividende , quelque valeur numérique qu’on assigne 
à. xj condition qui exige que l’identité 

o — A B ) x -f- C } ,r* - 4 - D } Jc s 4- etc. 

— i—A S — B S — C j * 

soit satisfaite indépendamment de toute valeur de * ; 
elle doit donc avoir lieu pour x = 0, Ou a dans cette hy- 
pothèse , ; 

A — 1=0. . . . . . (1) 
et il reste , • 

o — B ? x -j- C ? x 1 -f- D £ x> 4- etc. 

— A S —B \ — C S ~ 

divisant par x , et faisant ensuite x — o, il vient 

/ 

B “ ^4 o • • « • 99(2) 

Q 4 
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et il reste 

O xz r ) x D ) æ’ + etc. 

— B S — C ï 

d’où on déc’u't, après avoir divisé par x , 

C — B — o ••••.. ( 3 ) 

et ainsi de suite. Cliacune des équations (i) , (2) , ( 3 ) ’ 
etc., contient un cueiEcicut de plus , et d’ailleurs rien ne 
limite le nombre de ces équations : donc on pourra s’en 
procurer autant qu’il y a d’indéterminées à évaluer, ün 
déduit de ces équations successives 

1, B =s 1, Cxs 1,’etc. 

et' conséquemprent ’ * * 

^ = i+ir + i‘ -}- x 5 + etc * 

Soit , en second lieu, la fraction -, *j. ■ dont on demande 
le développement , on posera 

, - = A + Bx 4- Cx‘ 4- Dx* + etc. 

a' + b' x 

et multipliant de part et d’autre par a' b' x , puis fai- 
sant tout passer dans un même membre, on aura 

O = Aa' 4- B J ? x 4- Ca' ? x' + Da' i x' - 4 - etc. 

— <? + Ab' \ + BI)t > + Cb> S 

Pour évaluer les indéterminées A, B , C, etc., il faudra , 
d’après le principe dont nous venons de laère usage , éga- 
ler séparément à zéro les cocfïiciens de chacune des puis- 
sances de x , ce qui donne les équations 


r 


A a' — a xx 0 


* = 

Ba’ 4- Ab 1 = C 



Ca 1 -f- BU ~ 0 

^ d’où on déduit l 

c =-;» 

JDa’ 4 " Cb* — 0 


Dx=-~ C 

a’ 

Ea’ 4- Dh' = 0 
etc. 


etc. 
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Chaque coefficient , à partir du second inclusivement^, 
est donc égal au précédent multiplié par la fraction — pr 

3 ui est immédiatement donnée par le dénominateur a' + b' x 
e la fraction proposée. 

Soit encore 


, = A + B* + C,- + B.' + ete. 

en opérant comme dans le cas précédent , il viendra 

o = Aa ' -{- Ba ' | x -f- Ca' ) x 1 4 - Da' ) x 3 -f- etc. 

, — a 4- Ab' > -f Bb 1 

— i j 4 " Ac 1 

Fgalant séparément à zéro les coefficiens de chacune des 
puissances de x, on a pour la détermination des coefficiens 
A, B, C, etc. les équations 


— .. t , 

1' 4 x* -f- Da' | 
b' > -f- Ob' > 

’c' j + Bc' ) 


Aa 1 — az=. 0 
Ba' 4- Ab 1 — b ~ o 
Ca' 4- Bb' 4- Ac' = o 

Da' 4- Cb' +Bc' = o 
etc. 


d'où 

on 


B-—-A+ * 

a f a r 


déduit \ C — — ~ B — ~ A 

a f a 

D— — B 


etc. 


On peut donc , au moyen de deux coefficiens consécu- 
tifs quelconques , trouver le suivant. Par exemple, si ces 
deux coefficiens consécutifs sont P et Q et le-suivant'iî , 
on aura 

a' R 4- b'Q 4- c'P — o‘ d’où R — — ~ Q — ~ P 

Les deux premiers coefficiens une fois évalués suffiront donc 
pour donner tous les autres. Faisons une application à la 
fraction 


• V. I 4- 2X 


I X X* 


on aura 




donc 


u = 1, b =z 2, a' — 1 , l' = — i, c' = — I 
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Notes 

1 

A~ x, B — A — 2 — o; C — B — A — o, 

D — C — B— o R — P — Ç = o. 

et conséquemment chaque coefficient, à partir du troisième 
inclusivement , est égal à la somme dits deux qui le pré- 
cèdent. 

Il est aisé de conclure des cas particuliers ci-dessus , 
qu’une fraction rationnelle de la forme 

, a 4- bx + er’ *4- px""”' 

a' -4- b' x + et x’ -4- <fx 3 . . . . -\-q'x n J 

«lonncra lieu à une suite dans laquelle le coefficient d’un 
terme quelconque dépendra d’autant decocfficjens des termes 
immédiatement piécédens quil y a d’unités dans le plus 
haut exposant de x au dénominateur, en observant ce- 
pendant que celte loi ne commence à se manifester qu’a- 

1 >rès un nombre de termes , égal à celui du numérateur, 
.es quantités 



par lesquelles il faut multiplier les coeHicicns des termes qui 
précèdent, peitii qu’on veut évaluer, à partir du pénultième 
par rapporta celui-ci , portent conjointement le nom d'échcle 
de relation. I.es suites résultantes du développement des 
fractions rationnelles oilt été appelées suites récurrentes , 
parce que , pour former chacun de leurs termes , il (aut 
avoir recours à un certain nombre de termes précédens. 

De la composition des équations algébriques . 

Toutk équation algébrique est réductible à la forme 
4 - A.v m ~' -f Bx m ~’ + Cx m ~ 5 + ..... 

-}- Tx *4- F = o ... (.V) 

Les racines de cette équation sont les quantités qui subs- 
tituées en place de l’mcounue x ■, réduisent le premier mem- 
bre à zéro. ' . * 

Toute la théorie des équations repose sur la proposition 
suivante : 

Si on représente par a une des racines de t équation ( M ) , 
le premier membre sera divisible exactement par x — a. 
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Puisque a est , par hypothèse , une des racines de l’é- 
quation (M), on aura 

a m 4- Aa m ~' + Ba m ~‘ 4- Ca m ~ 3 4 - 4- Ta 4- V — o 

d’où on déduit 

; v= — (a m 4_ Aa m 1 4 -Ba m ~' + etc + Ta) 

Substituant cette valeur de V dans (il/), et effectuant les 
réductions, il viendia 

O m — a m )+A (x m ~‘ — a m 1 ) 4. B(x’ n ~’ — a m ~') 4- . . . 

4-r(ar— a) = o (N) 

Or m étant un nombre entier positif, on sait que 

* m — a m = (.r — a) [ x m ~" 4 -ax m ~’ -}- a l x m ~ 3 4- etc. 

4-... * ] 

Chaque terme de l'équation (N) sera donc divisible par 
x — a , conséquemment le premier membre de ( M ) sera ré- 
ductible à la forme 

x m 4- Ax m 1 4- Bx m ~' 4- 4- Tx 4- V — 

(«*)[*"— 4- A’x m — 4- B’x m ~ 3 4- ... 4- T' ] ... (P) 

où les coeüiciens A\ B 1 ...... T 1 , ont pour valeurs 

A' ■= a 4 ~A 

— a* Aa 4 -B 
V.^=.a 3 +Aa % 4- Ba -J- G 

m 

«. . A «S *40 • V ». 

. 1 

r « — « • - - » 

• 

T —a m * 4- AaT~' 4 -Ba m ~ l 4 4 -T 

Si , outre la racine a , il- existe une autre racine b qui 
satisfasse à l’équation (M ) , elle réduira à zéro le poly- 
nôme x m ~~ l 4- A ' x m ~* % 4 " 4 - F, facteur dans (P) : 

en sorte qu’on aura 

x m 1 4 - A' x m ~ % 4 - 4- T' ~ ( .x — b ) 

4 -A" x m ~ 3 4- B" x m * 4- 4 - £ " ] 

où les coetliciens A u , B v S u , sont donnés pai^ . ? 
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Notes 
A" — b 4. .4' 

B" — b‘ +A' b + B' 

C" = b 3 +. 4 ' b x 4- B' b - 4 - c 


S" — b m ~ ’ 4- A ' 4- 4 - R' 

En sorte que le premier membre de (il/) devient 

(x — a) (x — b) [x m -*J r A'<x m -'-\-B' , x m ~* + 

+ S» ] (0 

En continuant le même raisonnement , on prouvera que 
si c, d, e,ctc. , sont d’autres racines de l’équation (JJ/)», 
son premier membre sera divisible exactement par le produit 

( x — a) ( x — b) (x — c) ( x — d ) ( x — e ) etc. 

i°. Il résulte de la seule inspection de (P) que le pre- 
mier membre de ( M) ne sera pas divisible para:' — a, 
si a n’est pas une racine de l'équation : d’où il suit qu'un 
polynôme n’est exactement divisible que par les Jacteurs sim- 
ples correspondons à scs racines. La décomposition d’un 
polynôme eti fçctcurs du premier degré se réduit donc à la 
résolution d’Uné équation. 

’2°. Une équation ne peut admettre plus de racines que 
t exposant de son degré ne renferme d'unités. En effet , si 
une équation du degré m pouvoit être satisfaite par un nom- 
bre de racines plus grand quem, un polynôme du degré 
m seroit divisible par le produit d’un nombre de facteurs 
simples, plus grand que m ; ce qui est impossible. 

Lorsqu’on suppose, comme on a coutume de le faire , que 
le polynôme 

4- Ax m 1 4 Bx" 1 ”' 4- 4- V— o 

est fornié par le produit d’autant de facteurs simples tels que 
(x — a) (x — b )•( x — » c ) ( x — d ) etc. 

qu’il y a d’unités dans l’exposant de son degré , il reste à faire 
voir qu’on peut toujours déterminer les quantités A , B, C , D 
etc. d après la condition que l’identité 

x m -\- Ax m ~ l 4 - Bx m ~*-\-. . . 4 V —{x — a) (x — J) ( x — c) etc. 
ait lieu ; on a en effet , d'après ce qui a été dit dans le titre 
précédent j 
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(i°) A — — (a + ô+ c + rf + elc.) 

(2 0 ) . . 4 . . B — ab -{- ac -f- ad - {- etc. 

-j- bc 4- bd 4- etc. cd 4- etc. 

( 3 °) C — — ( abc -j- abd -f- etc. 

4- acd 4* etc. 4 “ bcd -f- etc. ) 
etc. 

(m°) .... V — ± abcde , etc. 

V ayant le signe -f- lorsque m est un nombre pair , et le 
signe — si m est un nombre impair. 

Si on multiplie l’équation (i°) par a m ~ l ; (2 0 ) par a m ~ * 
etc. , la pénultième par a , et qu’on fasse la somme de tous 
ces produits et de (m°) , ou aura 

— a m = Aa m ' + Ba m ~' -f Ca m ~ 3 + .... V 

cl’où 

a 1 " 4- Aa m ' + Ba n ~' + Ca n ~ z + .... V—o 
On parviendrait de la même manière aux suivantes, 

b m 4- Ab m ~ l + Bb m ~' + Cb m ~ 3 + .... v — o 
c m + Ac n ~ l 4- Bc m ~' 4 * Cc m ~ 3 4- V—o 

mais ces équations ne sont autres que la proposée dans la- 
quelle on auroit substitué successivement a , b , c , etc. , 
au lieu de x: donc a, b , c, etc. sont xacincs de l’équation 
(M). 

Cette analyse conduit donc au même résultat que la pré* 
cédente. 

En considérant une équation comme le produit d’un 
nombre de facteurs tels que 

( X — a) (x — b) ( X — c) (x — d) etc. 

égal à l'cxpo^int de son degré , effectuant les multiplica- 
tions de ces facteurs et comparant les coelliciens des mêmes 
puissances île j:, on arrive à ces conclusions : 

1°. Le coefficient du second terme , ou de x m ~‘ , pris en 
signe contraire , est égal à la somme de toutes les racines. 

2°. I.e coefficient du troisième terme , ou de x m ’ , est la 
somme des produits différens des racines multipliées deux 
à deux. 

3 °. Celui du quatrième terme , ou de x m ~ 3 ,prie en signe can « 
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traire , est la somme des produits dijférens des racines multi- 
pliées trois à trois. 

Enfin le dernier terme est le produit de toutes les ra- 
cines , pris en signe contraire , lorsque t équation est de 
degré impair. 

De là suit I *. que dans une équation qui manque de se- 
cond terme , la somme des racines positives est égale à celle 
des racines négatives. 

2°. Que si le dernier terme manque dans une équation , 
Tune des racines est nécessairement nulle. 

Transformation des équations ; évanouissement 
des termes intermédiaires . 

Une équation algébrique étant donnée, il est toujours 
possible delà transtbrmcr, sans la résoudre, en une autre 
dont les racines aient avec celles de la première une re- 
lation donnée. 

Soit l’équation 

+ Ax m ~ l Bx m * -f- + Tx-\- V=o (.V). 

On propose de la transformer en une autre dont les ra- 
cines soient toutes plus grandes que celles de la proposée , 
d'une quantité donnée h. ’Si on représente par y la nouvelle 
inconnue , on aura par la condition de la question 

y—x-\-h\ d’où x =zy — h (r). 

Substituant dans ( M ) y — h pour x , on aura la transformée 

(y - &) m + ^Cy — h y—' -KB ( y — h ) m 1 -f «tc.+ T(ï-h)+r 
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dont les racines surpassent de la quantité h celles de la 
proposée. 

La quantité h étant arbitraire , on peut la déterminer 
par la condition que le coefficient d'un des termes de (A T ) 
se réduise à zéro ; on aura donc pour faire disparoître 
c second terme 

A — mh — o : d'où h = — et x ~y — — 

m m 

En cllct , chaque racine x étant augmentée de - , la 

somme des m racines sera augmentée de ou de A ; 

et comme cette somme = — A , celle des racines de (A") 
sera A — A — o. 

On déduit de là cette réglé, pour faire évanouir le se- 
cond terme d’une équation : il Jaut , au lieu de t inconnue , 
substituer une nouvelle inconnue augmentée du coefficient du 
second terme , pris en signe contraire , et divisé par l'indice 
du degré de T équation. 

Pour opérer l’évanouissement du troisième terme , on 
poserait 

m. m — I 

h 1 — ( m — l) Ah -4-5 = 0 

et pour avoir h , il faudroit résoudre une équation du se- 
cond degré. La valeur de h , propre à faire disparoître le 
quatrième terme, serait du troisième degré , et ainsi de 
suite ; en sorte que l’évanouissement du dernier terme dé- 
pendrait de la résolution d’une équation en h de même 
degré que la proposée , laquelle ne serait autre que (M) dans 
laquelle on auroit substitué — h pour x. 

Si on vouloit transformer une équation dans laquelle 
manquerait un terme , parce qu’on l’aurait déjà lait dispa- 
roître , ou parce que lctat de ta question ne le comporte- 
rait pas , en une autre qui ne renfermât plus un certain autre 
terme , on introduirait dans lcquation le terme qui n’y 
entrait pas d’abord. 

On pourrait penser que la substitution 

x=y + ( h -f *) 

ferait disparoître plus d’un terme ; mais on observera qu’en 
remplaçant h par h -J- k dans (A r ), puis égalant à zéro le 
cociiicient de deux termes quelconques, on obtiendra deux 
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équations entre la même somme (A-j- *) , ce qui ne ^ r * 
rien connoîtrc par rapport à h ct*à k. tl faut cependant 
excepter le cas ou il existeroit entre les coeilicicns de la pro- 
posée telle relation qui rendrait possible la coexistence de 
ces deux équations. Ainsi , par exemple , la proposée 

X 3 -f~ X* -J- y X -f- C ~ O 

dans l'hypothese de 


devient 



+ (C-lj)=zo 


transformée qui ne contient plus les termes jv* et y. 

On pourroit, par la substitution (i) , transformer la pro~ 

S oséc en une autre équation dans laquelle le coefficient 
un des termes seroit égal à une quantité donnée. En eilet , 
on n’auroit qu’à égaler ce coefficient à la quantité donnée, 
et déterminer/» d après cette condition. 

Pour que les racines de la transformée deviennent égales 
à celles ue la proposée, multipliées par une quantité don- 
née J\ on posera 


y —fx : d’où X — ~ 

et substituant pour x cette valeur dans ( M) , on aura la 
transformée 


v" 1 * 

et multipliant par J m , 

y m + Afy m -' 4 - B /•>"-»+ . 


+ V—o 

. . V f m = o 


Ainsi , pour transformer une équation en une autre dont 
les racines soient égales d celles de la proposée , multipliées 
par une quant, té donnée J , il suffit de multiplier les termes 
de la proposée , à partir du second inclusivement , par les 
puissances successives J, / 1 , J 3 . . . /"*. 

On fait usage de cette transformation pour réduire à l’unité 
le coefficient de la plus haute puissance de l’inconnue, sans 
introduire de coeilicicns fractionnaires. Soit en effet l’équation 

Ax m + Bx m ~' -f- Cx . V . V — o (.1/) 

En posant 
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on aura, d après lu rèj.l< é.oncée précédemment , 

A y n + nfy m ~‘ + Cf 'y "-*4. 4- r/' m = o . . . . ( a^) 

Supposant donc (indéterminée f — A . le premier membre 
ce (A 7 ) sera divisible par A ; en sorte’ qu effectuant la di- 
vision par A , le coefficient de i "* deviendra l'unité. 

, peut encore , au moyen de c:‘tle régie , délivrer une 
équation des eoelliciens fractionnaires quelle peut conte- 
nu. Soit j, pour exemple, l'équation 

* 3 - £*'+*rf ~-=o 

m * h • e ...» , 

d'où ‘ 

mr.ex'" — p/iex 1 4" qmex — mnr — o 

et réduisant le coefficient du premier terme à funité , on 
a la transformée 

y 1 — ~ pruy* 4" e* nv — m 3 n 3 e* r±=o ^ 

dont tous les .eoelliciens sont entiers» 

Lorsqu’au moyen de la- transformation précédente on 
a obtenu une équation 

•** 4 - Ax*-' 4- B .7 “-*4.. . . . .4. Tx 4 V = o 00 

dont tous les coeffidens sont- entiers , cette transformée 
me peut avoir pour racine une traction» Eu effet , admettons 
qu une des racines puisse être un nombre fract.onrinii e -y 

réduit à sa plus simple expression , en substituant -y 
pour x dans (Af), on auroit 


o m a**-* . w . #**■*•* 

- -J- A'- -— — -J- B - — — 

om ” « 1 l>m — a 


l>m 


J S ij 




et multipliant. tous les termes par b m ~' , il viendroit 
^ = — [ Aa"‘~' 4. Bba-™-' 4 - Cl 1 c "- 3 4- . 


4- Tal m ~* 4. M*-'. 3 t (A T Jf. 

Or -y étant , ■ par hypothèse , un nombre fractionnaire , « e ( 
conséquemment o” n’auront pas de commun diviseur avec b 

v fl ttt t ^ ^ ^ 

donc (page 230) -y sera une fraction ; cependant le second 

membre de (AT) est un nomLre entier, d’après la définition de 
Tome IL ’ ** R 
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a , b , A , B , C, etc. ; donc x = — ne peut satisfaire à la 
proposée (M). 

I.a substitution 

x — — y 


dans (M ) , changera les racines positives en négatives, et 
réciproquement ; elle changera aussi les signes des termes 
qui renferment les puissances impaires de l’inconnue. Donc , 
pour changer les racines positives dune équation en négatives , 
et les négatives en positives , il suffira de changer les signes 
des puissances impaires. • 

On peut encore transformer la proposée en une autre dont 
les racines soient des quantités réciproques à x, telles que 

t 

. ^ r 

~ y 

L'ordre des coeflicicns se trouverait renversé par cette trans- 
formation , en sorte que si le second terme manquoit dans 
la proposée , l’avant-dernier terme manquerait dans la trans- 
formée , etc. On observera encore qu'à la plus grande ra- 
cine .v de la transformée , correspond la plus petite x de 
la proposée , et réciproquement. 

Si on proposoit de transformer l’équation ( M ) en une 
autre, dout les racines fussent les racines quarrées des ra- 
cines de la proposée , on aurait pour exprimer cette condition 


y z= x d’où y* = x 
et substituant , il viendrait 


im a m — 2 jm— 4 

y + A y + B J + 


T y' + V~ o 


équation qui manque de second terme , ce qui doit ar- 
river parce que le radical \^~x étant aflecté du doublé signe 
-J- et — . la somme des racines v devient nulle. 

Généralement donc , pour Iransjbrmer une équation en une 
autre dont les racines aient avec celles de la proposée une 
relation donnée , il Jaut traduire celle relation en algèbre , et 
substituer la valeur quelle donne pour x dans l'équation pro- 
posée. 

De V élimination. 


Jusqu’à présent , nous n'avons supposé qu’une équa- 
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iion et une inconnue ; mais il arrivé fréquemment que 
les conditions comprises dans une question conduisent à 
plusieurs équations avec même nomure d’inconnues mêlées 
ensemWp. Pour pouvoir déterminer celles-ci , il faut pré- 
liminairement ramener toutes ces équations h contenir 
séparément les inconnues ; on forme ainsi autant d’équa- 
tions à une seule inconnue , à' chacune desquelles on peut 
appliquer lés méthodes de résolution que nous exposerons 
d;:ns la suite. Cette séparation des inconnues est l’objet 
des méthodes d élimination que nous allons faire connoître, 
en ne considérant , pour plus de simplicité, que deux équa- 
tions et deux inconnues. 

Lorque les équations sont du premier dcgrc, l'élimination 
est toujours facile , et l’cquatiou finale est aussi de ce degré J 
mais il n’en est plus ainsi' lorsque ces deux équations sont 
d’un degré supérieur au premier : il faut entendre par le 
degré dune équation qui contient plusieurs inconnues , 
la plus forte somme des exposans des inconnues dans un 
même terme. 

Soient entre les inconnues x et .y deux équations com- 
plètes , i’imc du degré m, l’autre du degré n ; ces deux 
équations seront toujours réductibles à la forme 

a m -4- Px m ~ l -{- Qx m ~* -f- Px m ~ 3 -f- . . . 

-f- Tx + V-= o (. A ) 

_j_ pl x n - » _j_ Q' x n-, R < a »- \ 4-. . . ; 4 , 

4 - Vx 4 - V'=c (B) 


P étant de la forme a -\-by 
{) c -{- dr -f* e y % 

P f+gy+ t>y* 4 - (y* 

etc. 

P' étant de la forme o' -%-h'y 
Ç' e[v x 

R ' /'H-Vj 4- !‘Y 4- ty* 


les coelliciens V et V* pouvant renfermer jusqu'aux puis- 
sances m er a de y. Les équations (A) et (B) scroient complè- 
tement résolues , si l’on connoissoit tous les couples de va- * 
leurs de x et de y propres à satisfaire en même tems à 
l’une et à lautre ; or l'élimination a pour objet de faire 
dépendre la recherche de ces valeurs de la résolution d’uno 

' n R a 
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équation à une 9 eulc inconnue. XTne valeur de y serott 
bien choisie , si , substituée dans (A) et (B ) , les équations 
résultantes avoient une racine commune , puisqu'alors ces 
deux valeurs correspondantes de x et y , substitues si- 
multanément dans les deux équations propdsccs., lédmroienf 
chacune d'elles ào = o. L'équation finale en y doit donc 
avoir pour racines toutes les valeurs de y qui jouissent 
de la propriété énoncée : d'où résulte un moyen bien sim- 
ple d'obtenir cette équation. En effet , les deux équations 
résultantes d'une substitution convenable pour .y devant ac- 
quérir un diviseur commun, si lou cherche par les méthodes 
connues le commun diviseur entre les équations (A) et 
(B) ordonnées par rapport à x, on parviendra nécessaire- 
ment à un reste indépendant de JT, ou qui ne contiendra 
plus que j , lequel , égalé à zéro , .donnci'a lequation finale 
cherchée. Soit 

a — o 

cette équation enj’:*sa résolution fera connoîtrc les va- 
leurs de y , et on obtiendra les valeurs correspondantes 
de x , en substituant successivement chacune de celles-là 
dans le reste du premier degré en x qui , à cause de R = o, 
devient le commun diviseur entre ( A ) et ( B ) : d ailleurs 
ce reste doit être égal à zéro, en sorte qu’on a ccttc seconde 
équation ; 

Ax — B = o 

A et B étant des fonctions de y, de laquelle on déduit une 
valeur de x pour chacune des valeurs y. 

Soient , pour exemples , les deifc: équations 


(1) x* -f- 3 x'y 4 - 3 ay* — 98 = o 

(2) . . x‘ -f 4 xy — 2y* — 10 = o 


En divisant (1) par (2) , et continuant la division jusqu i 
ce qu’on parvienne à un reste sans x, conformément a 
la méthode , on trouvera pour équation finale 

43 .y* -f 345 y 4 — 1 960 .y’M- 760^* — 2940^—4302 = 0 
Le diviseur commun du premier degré , ou l’cquation qui 
donnera les valeurs de x , est» 

(.9 y* + 10 ) x — 2 y 3 — ioy — 98 = o 
Soit encore le système des deux équations 
( x 0 . ) x 3 mx l -{- nx -f- P — o 
( 2°. ) x 1 — b x — a — y = O 
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ou m , n , p , a et b sont dos nombres : en appliquant la 
l'ègle , on trouvera pour le reste du v premier degre en x 

(b' mb -f- n -f- a -}-y ) x -f- ( b -f- m ) (« -\-y) = 

et pour l’équation finale eu y 


( y -f- a )* — (mb -f- m ' — 2 n) Ty-j-n)* 

+ ("*' + ( n ' n — 3 /? ) b •+- n 1 — 2 mp ) ( a ) 

— p (b* -f m/y + nb +p — o .( B ) 

Autrement , on tire de la seconde équation 

x* — -{- (7 _y 

d’où 

• r3 — ï>x x -f~ ax-\-yx ■=. ( b 1 -J- c ).*-|-à(a-f-y) 

*“ n écrivant pour x % sa valeur : donc substituant ces valeurs 
(i°. ) on aura l'équation (,A) , d’où on déduit 

x _ ( 4 - « ) f a 4 - y ) + p' 

~ _ b‘ -+• mb -f- n + a -+- y 

valeur qui , substituée dans l'équation 
x\ = bx a -|- y 

donnera l’équation (.B). On peut voir sur la dernière 
méthode le chapitre XXIV de VAlgcbre de Bossu/ , édition 
de 1 an 9. ‘ 

il conviendra de s exercer à trouver les équations finales 
correspondantes aux systèmes déquations • 


(1°) x'+px -f-9 =x o 

< 2 °) x'-\-p'x + 9' = O 

( l0 ) .xy'> -f- by -f- A'tq-fl^o 

( 2 °) : J’-i-cy + bA 


Il peut arriver qu’à une même valeur y = C de l’équa- 
tion nnaic doivent correspondre plusieurs valeurs de . *■ 
dans ce cas, la substitution de celte valeur dey dans les 
deux équations proposées donnera deux résultantes en x 
qui auront entre elles un facteur commun d’un degré su- 
périeur au premier ; par conséquent , le commun diviseur 
des deux premiers membres sera au moins du second dc- 
gre, puisqua la valeur y = £. correspondent des valeurs 
multiples de x , le reste du premier degré Ax — B sera 


't 
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nul de lui-même , ou indépendamment de x : on aura dono 
séparément 

A — o , B — o ; d'où x = f 

Réciproquement, toutes les fois que, pour une même va-» 
leur de y tirée de l’équation finale R — o , l’équation 
’ Ax — B = o 

• 

donnera x=z £ , on conclura qu’à celte valeur dey corres? 
pondent des valeurs multiples de x : il faudra donc reporter 
cette valeur de y dans le reste précédent du second degré , 
qui est la forme 

A'x 1 + B‘x + C' 

Le résultat de la substitution , égalé à zéro , fournira 
une .équation d’où l’on déduira les deux valeurs de x. Si 
cette équation donnoit encore x — •§ , on seroit averti , 
comme dans le cas précédent, qu’à cette valeur de y cor-? 
respondent plus de deux valeurs de x ; et on efiectueroit 
alors la substitution dans le reste du troisième degré , le- 
quel , étant égalé à zéro, donneroit les trois valeurs de x 
correspondantes à une même valeur de y. 

Si les deux équations proposées avoient un facteur com- 
mun qui ne contint que l'une des deux inconnues , en éga- 
lant ce facteur à zéro, les deux équations sCroient salis* 
faites, quelque valeur qu’on attribuât à l’autre inconnue : 
elles scroient donc susceptibles d une infinité de solutions ; 
d’où l’on conclurent , si ce facteur étoit donné par fétat 
de la question , que le problème est indéterminé : il y 
auroit encore lieu à la même conclusion , si ce facteur com- 
mûn étoit fonction de x et de y. 

La méthode précédente conduit à des calculs d’autant 
plus longs, que le degré des équations données est plus élevé. 
En partant des mêmes principes , Euler réduit la recherche 
de l'équation finale à l’élimination d'inconnues entre des 
équations du premier degré. L’équation finale en y doit sa- 
tisfaire à la condition que scs racines substituées succes- 
sivement au lieu de l'inconnue y dans les deux équations, 
y introduisent un facteur commun x — a : aiqsi il s’agit 
de trouver la relation qui doit exister entre les çoeiliciens 
P, Ç, etc. P*, Ç’ , etc. , pour qu’on ait 

x n 4. Px m ~ l -f- Ç.j >"“ 1 -}- etc, 

= ( x — a) [*"•"* 4 " Ax m ~* 4- Bx m ~ % 4 " etc. ].,.... ( M ) * 

x n 4- F'x n ~ * 4- Q'x n ~* 4- etc. 

— «.) [ Æ»-^4-wa'u: n ~ , -J- J B'Æ'?- :ï 4-ctc.].. (N), 
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•ù P , Q , etc. P' , Ç)' , etc. sont des fonctions de y. Pour 
évaluer les indéterminées 

* A, B, C, etc., A', B’, C' , etc. 
on multipliera 

(>/) par j'" -1 -f- A’x n ~ % -f- etc. 
et ( N ) par x m "> -f- Ax m ~ % -f- etc. 
ce qui donnera 

( ctc . ) ( .T"-« 4. A'. 7 4- etc. ) 

= (•*-" 4 - P>x*~ t 4- etc. ) ( Æ m_ * 4- Ax 4- etc. ) 

Effectuant les produits et comparant les coefticiens des 
mêmes puissances de x , on aura 7rt-\~n — 1 , équations 
entre les indéterminées A, B , C, etc., A', B', C' , ctc. Or 
le nombre de ces indéterminées est m4 n — 2, il sutliia 
donc de m-\~n — 2 équations pour les évaluer; conséquem- 
ment il restera une équation entre les coefliciens P , Q , 

* . etc. , P', Ç' , R ' , etc., qui devra être satisfaite pour 
que les énuations proposées ( M) et (iV) acquièrent un 
commun diviseur x — et: cette équation de condition sera 
lct|uation finale cherchée. Les inconnues ^ , B, C, etc. , 

A , B' , C', etc., nétant pas multipliées entre elles, les 
équations résultantes des comparaisons seront du premier 
degré. L’équation finale étant résolue , on substituera suc- * 
cessivcment chacune de ses racines y dans les valeurs de 
» P 1 Çj etc., etc. , A' , B' , C , etc. On aura donc ainsi 
les quotiens des premiers membres de (AO ct(iV) par 
le diviseur commun x — ce. qu’on obtiendra en cliectuant 
la division. 

Nous appliquerons cette méthode aux deux équations 
x* 4* r x 4-9=0 

que nous supposerons décomposées comme il suit : 

+ P x 4 * 9 = ( ^ — * ) (x + A) 

x~ 4- p'x q’ — ( x — a.) ( x 4 & ) 
d’où résulte, conformément à la méthode, l’équation 
( x* +px + ç) (x + B) =(*’ 4 A+?') O 4. A) 
de laquelle on déduit , après avoir eliectué les multiplica- 

R 4 
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tioas et comparé les coeHiciens tics mêmes puissances de jt , 

0°) B -J - p = A -4- ff 

C 2 ‘ ) Bp -f- q SS. Ap ' -j- q\ ** 

(3 U ; Bq—Aq' 

on tire des deux premières 

. . p— : r'(r— p' -g 

p — p' 

A — r (p ~ p' — 9 
P—p' 

I-a troisième est lequation tinale. 

Nous ferons une application de cette méthode à Ta re- 
cherche de lecjuûtioji finale résultait te de léluiunâtion de 
x, entre les deux équations suivantes, 

+ 3.v.r* .1 y*x — ^8i=o 

*■*4- 4 y* — zy x — io=o 

tiaitées précédemment : en représentant, par (r — a ) le 
facteur commun du premier degré , nous supposerons 
4- 3.VX* 4- 3 V*.r — 9 8 z=( JT Ci) ( a * 4- p.r 4- q ) 
4- \ yx — 2j J — Io=(ap — «.) (x ) 
d’où rés U .te 

a? 8 - 4 - 3 y x' -t- 3 y’x — 98 x'+ps r+y 

*’ +4 yx — ajr’ —10 ’ æ -4- p' 

réduisant au meme dénominateur , et etlaçant cle part et 
tl autre le diviseur commun ou onlient, 

* 4 4- ) x 3 4- 3>y* ) x % — 98 1 x — 98 p' 

+*'"/ 4 3.vp' j +3>'p' /• 

—■ 4 4 y "I x * — 21 1 } x 1 — 21 l p 1 x — ïy'-q 


( 4" P i — 10 s — 10p / — I0< ? 

+ 4 yp | 4 - 4 y? j 

+•9 J 

to ttq équation étant identique , ou aura les suivantes ; 

jzp. +4^ (1) \ 

3 -yp' +1 3 .v 1 — q 4 - 4.v,e — 2.1 1 — io (2) 
’ôyp' — 98 = 4 yq — 10 p —r,2.y l p . . ... (3). 
9 ^ — -J l 9 4 - 10 y (4) 
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I.ps trois premières équations suffisent pour déterminer les 
coefficients p\ q , p , et elles donnent : 


p' — p H- y 

q = 84 — py 4 io 

2gy 3 + k n y + 98 

P 9y* -4- 10 

1 équation (q) devient donc 

= l6 ->' + — ( ) ( 2 >’ 4 IO^) + IOOJ l 4- IOO 

d'où l'on tire 

98 y 4 C 98 4 * 2J 1 + 10 J ) ( 2<?y> 9 ty i ÿ --- ) 

= 1 6 y* + ioaj 1 4 100 

effectuant les opérations et les réductions , on trouve enfin 
48 y 6 4345j + — 1960^ 4 ? 5 oj 1 — 2940 y— 4302 — 0 
résultat identique avec celui qu’on a obtenu par la première 
méthode. \ 

On peut au moyen de l’analyse précédente, résoudre ce 
problème • deux équations algébriques entre x et y étant 
données , trouver les relations qui doivent exister entre les 
coeffîciens Jonc 'ions de y, pour que ces équations admettent 
un commun* diviseur du deuxième degre . 

Supposons que les deux équations données soient du troi- 
sième dccré 

x 1 4 r* x 4 c t x 4 r — 0 

x 3 4 p’** 4 q x 4 ^ = 0 , 

p , q , r, p' , q' , r 1 étant des fonctions de y. Si la valeur con- 
venable de y étoit connue, les deux équations résultantes 
de sa substitution ayant deux racines communes , auraient 

un commun diviseur du second degré de la forme 

( x — a.) ( x — ê ) : réciproquement , si les deux équations 
proposées étoient divisibles par un facteur commun de cette 
jorme , elles auroient^leux racines communes : il faut donc 
déterminer /> . q, r, p f , q\ d par la condition que les deux 
membres de chacune des équations 

x i 4 P x * 4 q x ' 4r = (af — cl)' ( x — G ) ( x -j-id) 

4 'p' x * 4 q >x 4 ,J = (a: — «c) ( vr — G ) (x B ) 
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soient identiques. Divisant ces deux équations l'une par 
1 autre , l'équation ' résultante 

( + px l -f- qx r ) ( x + B ) 

= ( + P* Je* + <i' J* ■¥?) ( x + >4 ) 

aura lieu, quel que soit x. Développant les produits in- 
diqués, et comparant les coeilicicns des mêmes puissantes 
de x , on aura les quatre équations 

B ■+• p A + p 1 
Bp-\-q — Ap'-\-q 
Bq -f - rz=. Aq' ■+• P 
Èr = AP. 

Jl n'entre dans ces équations que deux inconnues^ et B: 
il restera donc deux équations entre p, q, r,p’, q ' et r, 
qui exprimeront les conditions cherchées. On trouve pour 
A et B 

_ r(p — p) 

A 

B~~^~ 

puis ces deux relations 

(P — P 1 ) (pP —P'f') + (r — P ) (q~-q')z=zo 
C p — p' ) ( qP — q'c) -\-(r — Py — o . 

•Ainsi Ja valeur de .y propre à introduire deux racines com- 
munes dans les équations proposées , doit satisfaire aux deux 
équations précédentes ; conséquemment le commun divi- 
seur entre celles - ci fera connoître cette valeur de y. 

Si les deux équations proposées sont d’un ordre quel- 
conque, tel que 

x m -f- P.x m ~ l -}- Qy m ~ x -J- Zf^* 1-3 . . . -|- Tx- f- T” ■£= o 

x" -J- P’x n ~ t -j~ Qx ,n ~* -}- Z^x" -3 -f-. . . .-f- T'x-\- V — o , 

et qu'on veuille déterminer les relations qui doivent exis- 
ter entre les eoeHiciens , fondions dey , pour qu elles obtien- 
nent deux racines communes , on sera conduit à l'identité 

( x m -j- Px m -f- Çx m ~ % -f-*. 

-}- Tx -f- V ) ( x" - * -f- A'x n ~ 3 etc. ) 

= ( x” + P’x n ~' -f- QU n ~ l -j- 

*4" ?!'*•+■ V'} x“~ 3 -f- etc.). 


i • 
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Mais en développant et comparant les cocfîiciens clés puis- 
sances semblables de jt , on obtiendra m-\-n — 2, équa- 
tions dans lesquelles les indéterminées A , B etc. A', B' etc. 
seront au premier degré. Or le nombre des coelliciens A , 
B, Ce te. étant m — 2, et celui des coelliciens A', B', C etc. 
étant n — 2 , il suffira*, pour les déterminer, de m -\-n — 4 . 
égalités : donc il restera deux équations entre les coelli- 
cielfs P, Ç, R etc. P', Q' , R' etc., qui exprimeront les 
relations nécessaires entre ces coelliciens pour que les pro- 
posées aient deux racines communes. 

Il est facile , au moyen de ce qui précède , de décou- 
vrir les conditions qui doivent exister pour que deux 
équations d’un degré quelconque acquièrent trois ou un 
plus grand nombre de racines. 

L’analyse que nous venons d’exposer sert , dans la 
théorie des courbes , à distinguer les cas dans lesquels 
deux ou plusieurs points d'intersection correspondent à 
Mne même abscisse. 

Recherche des racines entières des équations 
numériques. 

9 

Une équation algébrique étant donnée , on peut tou- 
jours , par de simples transformations , la réduire à la forme 

x m -4- Ax m ~ l -f- Ba : m ~* -f- Tx- f- V -=x o.» 

dont les cocfficicns sont des nombres entiers , et on a vu 
précédemment qu’une équation ainsi préparée ne peut 

avoir pour racine une fraction. * j ainsi les racines se- 
ront entières , ou incommensurables , réelles oti imaginaires. 

Soit a une des racines de l’équation (M) , on aura, par 
la substitution , 

a m -f- Aa m ~ l + -f-. ........ ,+ Ta - f- V—o 

donc 

— = — ( -j- Aa m ~ % -f- -f- -f- T). 

Le second membre étant entier, V est conséquemment di- 
visible par a. Ainsi les racines entières d’une équation 
divisent exactement le dernier terme : d’où il suit qu’en 
cherchant successivement tous les diviseurs du dernier 
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terme , et essayant chacun d’eux sous les signés -f- et — , 
comme racines , on trouvera toutes les racines entières de 
la proposée,, si elle cn*admet de telles; ou si aucun des 
diviseurs ’du dernier terme n’a la propriété de satisfaire à 
la proposée, on sera assure que cell,e-ci n’admet pas de ra- 
cines entières. 

Soit, pour exemple, l’équalion * 

** — 7 x\ -f- 14 x — 8 — o ; 

les diviseurs du dernier ferme , pris sous les signes -f , 

s . ont . 1 ’ 2 ’ 4> S, — 1, — 2, — 4, — 8. Faisant les subs- 
titutions de ces nombres pour x , on trouve que -J- 1 , + 2 , 
-f- 4 réduisent le premier nombre à zéro ; d’où on con^ 
dut que ces nombres sont les racines de l’équation proposée. 

Mais lorsque le dernier terme à un grand nombre de 
diviseurs, le procédé ci-dessus devient très - long. La mé- 
thode dont 1 exposition va suivre a pour objet d'assigner 
un caractère auquel on puisse rcconnoîtrc , à priori , ceux 
des diviseurs qui doivent être rejetés. * 

Soit — ci le diviseur qu’on veut éprouver : s’il satisfait à 
la proposée , le premier membre doit être exactement di- 
visible par x -j- a; et réciproquement , si 44 -j- a divise exac- 
tement icquation proposée , — a est une des racines de 
cette équation : or pour que la division par x -f- a soit pos- 
sible, il faut que le premier membre soit de la forme 

x m -f- Ax™~' -f; Bx m ~‘ -f- 

-\-Tx+V=z(x+a) (x”-’+A'x m -*.+ -B'x"- 3 -{~ -f 7'), 

équation qui doit être identique : il faudra donc, après avoir 
ellectué le produit indiqué , égaler, les coefficicns des memes 
puissances àc x‘, ce qui donne les équations 

(i°) .... aV ;= V 
( 2 «> . ■.• .- T a S' ■= T 
( 3 °) . . . .S'+aR' ==5 


• • 

("d'). . . . A' -f- a =xA 

dont le nombre est — m. Or celui des indéterminées 
A' , B ' , C , etc., étant m — i, il suffira d’un pareil nom- 
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bre des premières équations' précédentes pour les évaluer. 
La dernière 

A ' + a = A 


devra donc être identique. On 

de (i°) ._ . . 

• • • i 

(l 

de ( 2 0 ) . . . 

T— T 

. . .S' — 

a 

de (3*) . . . 

R’— S - S ' 

a 


l 



a 


de -la dernière . 


. 1 = 


A— A' 


Les nombr esA', B' r ...R', S', T' , e le. doivent donc 

être entiers pour qua x.+ a soit un diviseur de l'équation , 
et de plus la dernière équation doit être identique; d’où 
suit celte règle. 

Pour connaître si x est un diviseur de V équation , a 
étant un des diviseurs du dernier terme , on divisera le dernier 
terme par a , ce qui , par hypothèse , donnera toujours un. 
quotient entier ; puis on retranchera le quotient de Favant~ 
dernier terme , et on divisGa cette différence par a i puis on 
retranchera le quotient de V antépénultième teime , et ainsi 
de suite , jusqu'à ce qu'on soit arrivé au coefficient du se~ 
cond terme de l’équation , dont la différence avec le quotient 
précédent , divisée par a , doit doiq^r t unité. Lorsque le 
nombre a satisfera à toutçs ces conditions , il sera racine 
de l’équation : dans le cas contraire , il doit èjre rejeté. 

L’unité étant diviseur de tout nombre, il faudra essayer 
l’unité tant en plus qu’en moins , ce qui sera très-expéditif. 

Appliquons cette méthode à léquation 1 > 


x 5 — 2 x* — 1 3 x 6 — o 

. . « 1 * 1 ■ ' / I « * , 

Les diviseurs du dernier terme , autres que 4" 1 et moins 
— 1 , sont 


2 , 3, 6, — 2 , — 3,-— .6 

et on trouve , en appliquant la règle , que le diviseur 3 


♦ 
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est le seul qui satisfasse à toutes le» épreuves : d'où oïl 
conclut que x 3 est facteur de lequation , et que — 3 est 
une racine. 

La méthode précédente exige que l’on sache trouver tous 
les diviseurs dun nombre. Soient donc 2V un nombre 
quelconque , «, S, y , etc. , scs facteurs nombres premiers ; 
le nombre N pourra toujours être représenté par y. 

etc. En etict , la méthode à suivre pouf décomposer le nom- 
bre N en facteurs premiers, consiste à essayer la division 
du nombre N successivement par les nombres premiers 
2, 3, 5, 7, etc. Lorsque la division réussit par le nom- 
b. c premier a. , 011 la répète autant de fois qu il est possi- 
ble, m fois, par exemple, et désignant le dernier quotient 
par P, on a 

A T r= a» P 

Le nombre-iV n'étant plus divisible par a . , on n’essaiera pas 
de diviser P par un nombre .moindre q ire a ; car si P était 
divisible par fl <"«, le nombre iVscroit aussi divisible par ô ; ce 
qui est contre • l'hypothèse. On trouvera successivement 

P 3e C» Ç , R * etc. j 

ce qui donne 

et** S" y p etc. * 

Si , après avoir essayé la division du nombre N par les 
nombres premiers 2 , 3 , 5,7, etc. jusqu’à N , on n’en 
trouve aucun qui divise N, o# sera certain que N est 
un nombre premier. Car «imposons que ff soit divisible par 
un nombre premier fl> on auroit donc, eu dppilint 
P le quotient , 

9 ' * 

iV= fl P ; or -£■ < : donc P < V~N 

ti y iv 

donc A seroit divisible par un nombre P moindre que ^ A‘ . 
et, à fortiori, parmi nombre premier moindre que A , 
ce qui est contre l'hypothèse. 

Le nombre N étant réduit à la forme « m . C". , etc., 

aura poVir diviseurs tous les nombres résu i tans de toutes ks 
combinaisons que Ion pourra former en prenant succes- 
sivement pour m , n,p, q , çte. les nombres compris entre o 
et m , o et n , cte. On obtiendra toutes ces combinaisons en 
développant lé produit • 


» 
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(**+«* -I- a* -f .... + CC”) (C' + C* + £> + .... 

+ C") (>* + 7 , +y ,, + ....yO etc. 
donc le nombre de ces diviseurs sera 

( ™ + 1 ) < n + f ) (/> + 1 ) (9 + 0 etc. 

Le nombre 36o étant = 2* X 3* X 5 , on formera tous les 
termes du produit ^ 

(1 + 2 + 4+8) (i + 3+-9)*( i +5). 
dont le nombre, qui sera celui des diviseurs, est 
(3 + 1 ) (2 + 1 ) ( 1 +• x ) = 24. 

Recherche des racines égales ■ 

Si a est une des racines de l’équation 

*™ + Ax m ~ l + Bx m ~' + . . . +tx + V = 0 • t . . (M) 

le premier membre sera exactement divisible par x — a. En 
effectuant la division , on obtiendra pour quotient un poly- 
nôme du degré m — 1 : et dans le cas où ce polynôme se ré- 
duiroit encore à zéro dans l’hypothèse dcx=ra, l’équation 
proposée auroit deux racines égales entre elles et = o. Si, 
apres avoir effectué une seconde division par x — a , le poly- 
nôme résultant du degré m — 2 se réduisoit de même à zéro 
par la substitution x — a, la proposée auroit trois racines 
égales entre elles et = a. Un se propose ici d’assigner un 
caraetèrc auquel on puisse reconnoitre la présence de ces 
racines, puis d’exposer la méthode à suivre pour les déter- 
miner. 

Dans l’équation (il/) , «r représente l’une quclcqnquc des 
racines : soit x' une autre racine aussi quelconque de la même 
équation , et on aura 

• -f- Ax' m ~ l + Bx' m ~ m +' TJ + o (N) 

Si u désigne la différence entré les racines x' et x , en- 
sorte qu’on ait 

x 1 = x + u 

la substitution de x' dans (N) donnera une équation qui , or- 
donnée par rapport aux puissances successives de la diffé- 
rence u , considérée comme inconuue, sera encore du degré 
tn , et aura pour racines toutes les différences possibles entre 


Digitized by Google 



268 Notes. 

Jcs racinos de la proposée : si on l'écrit en commençant par 
les derniers termes , on trouvera un résultat de la forme 


X I u — Zii 1 “-f-* Ru^ "j- • « • • — — o . . . . (P) 

X, Ÿ , Z , etc. étant des fonctions de x , telles que 

X^z x” + Ax m ~‘ + Bx m ~*+ + Tx + Y 

Y =mx m ~'-\-(m — i) Ax m -' + (m—2) . . . .+ T 


_ m ( m — I ) 


z = : 


( m — i ) (»»-+a) 


Ax™-* 


+ 


(m— a) (m— 3) 


Bx m ~ * -f-ctc." 


etc. : 


Tous ces coeHiciens X , Y , Z , etc. dérivent les uns des autres 
suivant une loi .nnilbrme ; d’ailleurs il est visible que le 
premier coefficient X se compose de la somme des pre- 
miers termes des développemens de(x u) m , A (x u )™ - ', 
etc; le second T est la somme des coeihciens de^ seconds 
termes des memes développemens , et ainsi de suite. 

Les racines de la proposée étant a , b , c , etc. , celles de 
la transformée en u seront o — x , b — x , c — x , etc. c est-à- 
dire, toutes les différences entre une racine x et chacune 
des autres ; donc si pour x dans (P) , on substituoit une quel- 
conque des racines 0 , b, c,uette équation auroit pour ra- 
cines les différences entre la racine substituée , chacune des 
autres et elle-même. Soit donc qu’on lasse dans (P) x = a, 
x=b, etc., on aura toujours une racine « — o ; ainsi la 
transformée sera réductible au degré m — i. En effet , son 
dernier terme X , qui n’est autre que le preniier membre de 
la pro posée \le vient nul lorsqu’on inet pour x l’une quel- 
conque des racines , et alors l’équation ( P) devient divi- 
sible par u , et se réduit à * . 

Y-\-Zu-\- Vu'-\- — o (Ç) 


Il résulte de ce qui précède-, que si deux quelconques des 
racines deviennent égales entre elles, l'équation (O) donnera 


U — O 

ce qui exige qu’on ait 

Y—o 

Ainsi lorsque la proposée a deuj; racines égales , les deux 
équations 

X—o, Y=0 

' ont 
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Ont lieu en même temps . c’est-à-dire qu’elles ont une ra- 
cine commune qui est une des racines égales. 

Réciproquement si les deux équations 

X — o et Y -=. o 

ont une racine commune , la proposée aura deux racines 
égales. En effet , cette racine substituée dans l’équation (P) , 
fera évanouir le dernier et l’avant-dernier terme , donc 
cette équation devient divisible par u 1 , conséquemment deux 
de ses racines sont nulles : l’une est a — a , ou b — b , etc ; 
l’autre a — b ou a — c , etc; donc ou a — b, ou a == c , etc. 

D’où suit cette règle pour reconnaître si une équation a 
deux racines égales \ Formez T équation (P) et posez X— o , 
Y—o : si ces deux polynômes ont un commun diviseur , il 
se trouve deux racines égales parmi celles de la proposée : 
dans le cas contraire, il n'existe pas de 1 el.es racines. 

Si la proposée a trois racines chacune égale à a, l’équa- 
tion (P) aura trois racines égales à zéro ; ce qui exige qu’on 
ait en meme temps 

X—o, Y—o, Z — o 

Donc cette racine réduira à zéro les deux polynômes Y 
et Z , qui auront pour commun diviseur x — a. 

Réciproquement j si W trois coefficiens 
X—o , Y~o , Z~o 

ont un commun diviseur, on démontrera, comme oi- des- 
sus , que la proposée admet trois racines égales. 

En général la condition nécessaire et suffisante pour que 
la proposée ait n racines égales ou un facteur de la forme 
(x — a'n , est que les n premiers coefficiens de l’équation 
(P) ordonnée par rapport aux puissances ascendantes de 
u , aient un commun diviseur. 

Il résulte encore de ce qui précède, que si la propèlée , 
outre les n racines = a, contient n ’ racines = b , les n 1 pre- 
miers coefficiens de l’équation (P) auront pour commun di- 
viseur x — b ; si.de plus elle renferme n" racines = c , les n u 
premiers coefficiens de (P) , auront un commun diviseur 
x — c, et ainsi de suite. L’analyse suivante conduit, dans 
le cas général, à deux équations, dont l’une résulte du 
produit des facteurs multiples élevés chacun à la première 
puissance, et l’autre est le produit de tous les facteurs inégaux. 

Soit 

x” -f- Ax m ~ l -f- etc. 

= ( x — a ( x — b Y’ ( x — c )"" ( x—d) ( x — e ) etc. 

Tome II. S 
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l'équation en u sera 


X+ru+Zu'-+Vu>-{- 

ss (x-a-^-u^ (x-b-\-u* r (x- c-\-it) n " (x-d-\-u)(x - e-\-u) etc. 

et développant , on trouve , après avoir ordonne suivant les 
puissances ascendantes de u, 

X-\- Yu 4- Zu x -f- Vu 3 4- etc. 

= ( x— a) H ( x —b) n, {x — c) n,, (x — d) ( x — c )ete. 

4 -n(x — a)" - * (x — b) n> (.r — c ) n " ( x — d)( x — e ) etc.^ 
4-72 f ( x — a )* ( r — b j n '~ l ( x — c ) n " ( x — d ) ( x — e ) etc- 1 
4 -n"( x — a ( x — b x — c y ”"“ , ( x — ,1) ( x — e ) etc. \u 

4- ( x — a ) n ( x — bj n '(x—c) n "( x — e ) etc. ( 

4-(æ — a)” (x — bj n '( x — c j n " (x — d ) etc.\ 

4“ e f c. 

On voit , d’après ce résultat , c’est-à-dire , en compa- 
rant X et Y avec les coefiieiens des mêmes puissances 
de u dans le second membre , que le commun diviseur 
entre X et J" se composera du produit de tous les facteurs 
multiples de la proposée , élevés chacun à une puissance 
moindre d’une unité. Soit D ce commun diviseur , on aura 


Mais 


D = {x—a )""* (x~b)”'-‘ (x—c )«"-«. 


Xxx(x — a Y (x — b) n '(x — c)"" (x — d)(x — <?)ctc. 

donc si l’on divise X par D , et qu’on désigne le quotient 
par Ç , on trouvera 

t^=. {x — a) (x — b) ( x — c)(ar — d ) ( x — e) etc. 


qui résulte du produit des facteurs égaux élevés chacun à ta 
première puissance , multipliés par les facteurs inégaux : 
ainsi l’équation 

Ç — o 

n’aura plus de racines égales. On peut encore obtenir un 
résultat plus commode , en cherchant le commun diviseur 
entre D et : car soit D 1 ce commun diviseur, on trouvera 


D’ = (* — a) ( x — b ) (rc — c). 
Ainsi l’cquation 

<D’ = o 
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résultera du produit des seuls fadeurs multiples de la pro- 
posée, élevés chacun à la première puissance. Divisant 
ensuite Q par D', on aura , en désignant le quotient par Ç', 

Ç' ( x — d ) (x — e ) etc. 

en sorte que des deux équations 

D> — o, Ç' =t o 

qui n’auront que des racines inégales , la première donnera 
lés racines égales , et la seconde les racines inégales de lit 
proposée. 

Pour connoîlre le degré de multiplicité de tes racines , il 
faudroit diviser la proposée autant de fois que possible 
par chacun des facteurs de 

D' = o. 

Méthode pour trouver la partie entière des ra- 
cines incommensurable v d’une équation , et 
théorèmes préliminaires. 

• 

On peut toujours, au moyeu des méthodes précédem- 
ment exposées, supposer' utie équation tellement réduite 
qu’elle ne renferme plus que des racines incommensurables 
ou des racines imaginaires. Il s’agit donc maintenant d’e -poser 
la suite des opérations à effectuer pour trouver , i°. la par- 
tie entière des racines incommensurables : i°. la partie déci- 
male , avec toute l’exactitude que requiert l’état de la question. 
Soit, à cet eilet, l'équation 

a m — Ax m ~ l -j- Bx m ~ t + Tx—V^io (,!/). 

si en trouve deux w mores qui substitués successivement pour 
x , donnent des résultats de signa contraires . on pourra 
conclu: e que Véruaiion aura . au moins , une rue ne réélis 
comprise entre ces deux nombres. 

lin eilet , désignons par P ia somme de tous les termes de 
l'équation , qui ont le signe -p , et par Ç la somme de tous 
ceux qui ont le signe —, en sorte que ( M ) soit repré- 
sentée par • 

P— Q~o 

et supposons que les deux nombres p et q , qui donnent des 
r^ullats de signes contraires , soient positifs , nue p soit le 

S a 


# 
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plus petit et q le plus grand , et que la substitution de p 
pour x donne un résultat- négatif , et telle de <7 pour x un 
résultat positif, ou, en d’a u; res ternies , que pour x=ip‘ la. 
ditiérence P — Ç devienne négative , et que pour x-=aq 
elle devienne positive : il résulte de la forme des quan- 
tités P et Ç) cjui ne contiennent que des termes positifs et 
des puissa; ces entières et positives de x, que ces fonc- 
tions croissent à mesure que x augmente , et qu’en fai- 
sant augmenter x par des degrés insensibles depuis p jus- 
qu’à q , elles croîtront aussi par des degrés insensibles , 
mais de manière cependant que la fonction P croîtra plus 
rapidement que la fonction Ç, puisque de plus petite qu elle 
étoit , elle devient plus grande que Q : donc, entre les deux 
valeurs p et 17 de x il y en aura nécessairement une à 
laquelle correspondra 

P — Ç ou P — Ç — o 

(Jette valeur de x sera une racine de l’équation- (M) : 
donc , etc. 

Si les .nombres p et <7 étoient de signes diflérens , ou tous 
deux négatifs, les termes de l’équation , qui contiendroient x 
à des puissances impaires , deviendraient négatifs; P et Ç ne 
représenteroient plus , comme dans le «cas précédent , une 
somme de termes essentiellement positifs ; on ne pourrait 
donc plus faire usage du même raisonnement : mais , au 
moyen d’une transformation bien simple , on peut ramener 
ee cas au précédent , comme il suit. 

Soit /• un nombre tel que r-\-p et r -J- q soient des nombres 
positifs : si dans ( M ) on suppose 

x —y — r, d où x -j- r=.y 

on aura une équation en y dont les racines seront plus 
grandes que celles de ( M) delà quantité r. Les nombres 
r-\-p et r-\-q , substitues successivement pour y donneront 
des résultats de signes contraires , puisque ces substitutions 
reviennent à celles de p et q pour x dans (il/). Donc , 
d’après la proposition précédente , l’équation en y aura , 
au moins, une racine réelle comprise entre r-\-p et r-f-o , 
et conséquemment la proposée aura, au moins, une telle 
racine comprise enlre p et q. 

Toute é quation de degré rn^air a, au moins , une racine 
ré, lie positve , lorsque son dernier terme est négatif ', et néga- 
tive , si son dern er terme est positif. , 

lin eflet , supposant x = o , l’équation se réduit au der- 
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nier terme : ainsi cette substitution donne , dans le premier 
cas , un résultat négatif ; reste à faire voir qu’on peut tou- 
jours substituer pour x une valeur telle que le résultat soit 
positif. Soit , à cet eiïet , l’équation proposée 

x m — Ai m_, -| . . .-{ -Tx — V-=z.q. . .(.V) 

et prenons 

x — . A — 1 

A étant une quantité qui doit être déterminée d’après la 
condition que le résultat soit positif : on aura 

x m = ( k -f 1 j» = k ( k -j- 1 /*-- -}- ( k -f x )"”* 

( k + 1 ) m ~ l = k ( k -j- 1 / n ~ x -{- ( \ -j- 1 } m “* 

(A + r )"-»=*(*+ 1 ;»-* -j- (A+1)™- 3 
( k -f- 1 ) m_î = k ( k -f- x y ”* -4 -f- ( k + x 
etc. 

(*+0* == A C * -ir O + (> + 0 

Donc 

(i+l)»=A:CA:+i)»-*+A:C*+i)>---+^*+i7- î + 

+ *(*+ i ) + (*+0 ( N ) 

I.e résultat de la substitution de (A 4 - 1 ) pour x dans les 
autres termes de (.V) sera 

— A(k-\-i)”>~' + B(k-\- 1 )"-»— C(A+i)**-*4- 

+ T(A + i) — V -..(P) 

en sorte mie le premier membre de (/f/), ou la somme des 
résultats ( N ) et (P) est 

(k—A) — c ) (A+i:- 3 +. . . . 

(A+r) (A+I) + (A + I)-K «?) 

S étant le plus grand coefficient négatif de la proposée , il 
est clair que l’hypothèse 

A = S 

satisfera à la condition énoncée. Si tous les coefficiens étoient 
négatifs et égaux entre eux , ce qui est le cas plus défa- 
vorable , le résultat ( Q ) sefoit encore rendu positif par 

k = S 

S 3 


* 


A 
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puisqu'il deviendrait 

1 — 5 = 4- 1. 

On conclut delà que si , dans un polynôme , en substitue 
pour x le plus grand coefficient négatif , pris positivement et 
anime dé de l'unité , le résultat sera nécessairement positif. 

Lorsqu'il se trouve dans L’équation proposée, à partir du 
premier terme , plusieurs termes positifs avant le premier 
terme négatif, on peut encore obtenir un résultat positif, 
en prenant pour x un nombre moindre que S 4* 1, S ayant 
l'acception ci-dessus. 

Soit m — n l'exposant de x dans le premier des termes né-» 
gatifs de l’équation 

4 Ax"*-' 4- Bx m ~* 4- Cx"” s 4. etc. — Ma 

4 T*-, (M) 

et soit 1 : un nombre à déterminer par la condition que 
le nombre Ar -J— 1 substitué peur x donne un résultat po- 
sitif : il est visible qu’on peut écrire 

(1°) (*4-1 )"=*(*4. 1)"’*» (*4-1 )•-» 

4 (* 4 1 

(a 0 ), (A-4-1 ) m -‘ = *(*4-1 )""* (*4-1 

4- (A- 4.1 )"*-* 

( 3 °) (A4- 1 ) m_ï = A ( A-J-t ) n ~ z (A4* 1 

4- (A 4-x )»‘- 3 

etc. 

et ainsi de suite en continuant la même décomposition 
jusqu’au terme 

(A 4 i)» = A(A 4 -i -f- (*4- r )--* 

Si on pose 

A ( A 4 * 1 ) a ■' , — P 

on aura , par la substitution de A 4 - 1 pour x m , 

(A 4 1 P (A 4 i', n ~ n 4 />(A 4 1 )">-(»■+• 1) 4P(A4 1 )*-(" + *)- 4 . 

+ P4(A4 1)-» (A') 

Si , dans les termes compris entre le premier et celui qui 
contient l’inconnue avec 1 exposant m -r- n , termes <pii, par 
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brnothèse , sont positifs , on fait 1rs substitutions (2 e ) , 
(3°) , etc. , ce qui donnera un résultat Q , et qu’ensuite 
on écrive k -f- 1 pour x dans ceux qui suivent, 011 aura 

Ç — M ( k + 1 )m-»4.2V ( *+ 1 ,»-(» + 0 + . . . _ V. . . (P) 
en sorte que 

(M) = Ç 4- ( P — M ) ( k + 1 
+ ( k + 1 )»-(»+*) + — V 

Si maintenant on détermine k par la condition que P soit 
égal au plus grand coefficient négatif, le résultat de la 
substitution sera positif: il en serait, à plus forte raison , 
de même si pour P on prenoit un nombre plus grand : on 
pourra donc supposer 

P ou k ( £ -f- 1 = ou ]> S 

S étant le plus grand coefficient négatif ,• cette condition 
sera remplie en faisant 

n * 

k n — S , d’où k = KF 

Ainsi, dans le cas où le premier et le second termes se- 
roient positifs, il suffirait, pour obtenir un résultat positif , 
de prendre la racine carrée du plus grand coefficient négatif, 
augmentée de l’unité. Si le troisième terme étoit aussi positif, 
on se bornerait à la racine cubique du même coefficient , 
à laquelle on ajouterait l’unité. Dans le cas où le second 1 
terme est négatil , on a n = 1 et 

KF-}-! rz.S’-f-I 
ce qu’on a déjà trouvé. 

Ces théorèmes servent principalement , comme nous le 
verront bientôt , à donner les limites entre lesquelles sont 
comprises les racines positives d’une équation. 

V 

Puisque les nombres o et S -f- T ou o et K S -f- T , subs- 
titués successivement au lieu de a- dans (Af), donnent des 
résultats de signes contraires , il en faut conclure que la 
proposée a, au moins, une racine plus grande que zéro, 
et plus petite que .y-f- 1 , et que , par conséquent , elle 
M,au moins, sine racine réelle et positive. 

Si le dernier terme de la proposée est positif, ce qui 

(> 4 
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est le second cas distingué, en changeant les signes des puis- 
sances impaires de x , on aura une transformée dont le pre- 
mier te^me sera négatif , et dont les racines seront les 
mêmes , aux signes près , que celle de la proposée ; et , 
changeant ensuite tous les sigm-s pour rendre le premier 
terme positif, le dernier deviendra négatif. Donc la trans- 
formée aura au moins une racine réelle positive , et con- 
séquemment la proposée en aura , au moins, une réelle et 
négative. 

Truite équation de degré pair dont le dernier terme e t né - 
gai if a au moins, deux racines réelles , T une positive , et Vautra 
négative. 

En effet , pour x — o , l’équation se réduit au dernier 
terme qui, par hypothèse, est négatif; supposant ensuite 

x — S — f— 1 

S ayant la même acception que ci-dessus , on obtient un 
résultat positif : donc l’équation a , au moins, une racine 
comprise entre o et S -f»T , c’est-à- dire , au moins une racine 
réelle et positive. Si l’on change dans la même équation 
les signes des puissances impaires , le premier terme et le 
dernier conserveront toujours le même signe : donc, d’après 
ce qui vient d’être démontré , la transformée aura , au moins , 
une racine réelle et positive, et par conséquent la proposée 
en aura , au moins, une réelle et négative. 

On a prouvé précédemment que le premier membre d’une 
équation étoit toujours divisible par le facteur simple cor- 
respondant à chacune de ses racines; donc si l’équation pro- 
posée est du degré «,eta« racines réelles a, b, c, etc., 
en divisant l’équation par le produit ( x — a ) ( x — b ) ( x — c ) 
etc. , on aura pour quotient un polynôme du degré m — u , 
lequel ne deviendra jamais négatif , quelque valeur qu’on 
donne à x : car s’il existait une valeur de x qui le rendît 
négatif, comme on pourroit assigner pour x une autre valeur 
qui le rendit positit, on auroit deux - valeurs de x, qui, subs- 
tituées successivement au lieu de l’inconnue , donueroient 
des résultats de signes contraires , et conséquemment il 
existeroit une valeur intermédiaire h , pour laquelle le po- 
lynôme quotient scroit = o; l’équation auroit donc , en 
outre , la racine réelle h, ce qui est contre l'hypothèse; 
donc ce polynôme sera toujours de degré pair avec un 
dernier terme positif : d’où résulte cette conclusion : 

Le dernier terme tf une équation sera nécessairement positif 
ou négatif, suivant que le nombre de ses racines réelles po~ 
sitii’es sera pair ou impair . 


* 
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Si les deux nombres p et q , qui substitués successive- 
ment au lieu de l’inconnue , donnent des résultats de signes 
contraires, ne diiièrent que de l'unité , le plus petit de ces 
deux nombres, s’il est entier, ou le nombre entier , immé- 
diatement au-dessous, s’il n’est pas entier, sera la valeur la 
plus approchée , en moins, d’une des racines de l’équation. 
Si la différence entre les noipbres p et q est plus grande 
que l’unité , en substituant successivement depuis p jusqu'à 
q , les nombres 


P,P + i,P + *, P + 3 q 

il y aura nécessairement deux substitutions consécutives qui 
donneront des. résultats de signes alternatifs : donc , puisque 
les nombres qui auront fourni ces résultats ne aillèrent 
entre eux que de l’unité , le plus petit des deux sera , comme 
nous l’avons déjà observé , la valeur entière la plus appro- 
chée , par défaut , d’une des racines de l’équation. 

La difficulté se réduit donc à trouver deux nombres qui 
substitués pour x , donnent des résultats de signes contraires: 
mais pour réduire au plus petit nombre possible les substitu- 
tions inutiles, il convient de calculer des limites entre les- 
quelles les racines soient toutes comprises. Or une de ces li- 
mites est , d’après ce qui a été démontré , la somme du plus 
grand coefficient négatif, pris positivement, et de l’unité , 
et à fortiori , tout nombre positif plus grand : ainsi la- plus 
grande racine positive sera toujours moindre que ^ — J— 1 , 
S ayant l’acception convenue précédemment. Si l’on fait 

• 

1 

x ■ — • 

y 

les racines de la transformée en y seront les puissances néga- 
tives des racines de la proposée ; prenant donc pour y une 
quantité plus grande que la plus grande racine positive de la 

transformée, — ■ sera une quantité moindre que la plus petite 
racine x : donc si on suppose 

y — S' 4-1 


tétant le plus grand coefficient négatif delà transformée , 
pris positivement, ~ — sera moindre que la plus ]>etite ra- 

. ^ I 

fine de l’équation proposée. Donc toutes les racines réelles 
et positives de la proposée , seront comprises entre les limites 


S -f- 1 et 


1 

q- 1 
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parlant les nombres à substituer doivent être compris entre 
les mêmes limites. 


Les limites S -f- x et ^ ^ ne sont pas 'toujours aussi 

rapprochées qu’il est possible ; on les trouvera telles au 
moyen de l’analyse suivante qui est due à Newton. Pour taire 
connoître sa méthode , reprenons l’équation 


x m — A x m ~ l -j- B.t m ~ x — Cx m ~ 3 -f- 4- Vz=.o 


Si on suppose 


x = j -f-/ 


les racines de la transformée en a seront moindres de la quan- 
tité /que celles de l'équation en x ; donc , si l'on détermine 
l par la /condition que tous les ternies de la transformée 
soient de memes signes , celle transformée ne pourra avoir 
que des racines négatives , et par consécuentle nombre / dont 
chaque racine de la proposée a été diminuée, surpassera 
nécessairement la plus grande de ces racines. 

La transformée en - sera 


X + Ta + Zz' 4- Z7b 3 -j-etc. = o 
dans laquelle 


X — Jrn — Al m ~' -f- Bi m ~ x — O *" 3 -f- etc. 

, Y — rnl m ~ ' — (m — i) Al m ~ x -f -(m — 2) Bt m ~ 3 — etc. 

Z — m m ~ ' /”-> — (m — 1 ) ” ~ 3 Al m ~ s + etc. 


j. r ^ m — » m — a 

a a 



Ainsi on cherchera une valeur de/, qui, substituée dans 
les quantités A - , Y , Z , etc., les rende toutes positives , en 
commençant par la dernière de ces quantités , laquelle n’aura 
que deux termes, et remontant successivement aux autres: 
île cette manière on déterminera facilement le plus petit 
nombre entier qui pourra être pris pour /, nombre qui sera 
la limite la plus proche cherchée, dette méthode n’a pas , 
comme les précédentes , l'avantage de donner le résultat sans 
aucun tâtonnement , mais du moins elle le donne toujours 
Je plus exact possible. 

la? but des substitutions successives est d’obtenir autant 
de couples de résultats de signes contraires que l'équation pro- 
posée a de racines réelles et positives : examinons quel doit 
être l'intervalle à mettre entre les nombres à substituer pour 
satisfaire à cette condition. 
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Soient b, c, d, etc. les racines réelles d’une équation 
proposée : son premier membre sera de la lionne 

(x — a) (x — b) (r — c) (x — ■ d ) . . . . X Y—o 

•P" étant un polynôme qui , d’après ce qu’on a démontré, ne 
peut jamais devenir négatif, quelque valeur qu’on substi- 
tue pour x. Si on prend pour x un nombre p plus grand 
ou plus petit que l’une et l’autre des deux racines a et b , puis 
pour .r un nombre q plus petit ou plus grand que chacune 
des mêmes racines , et tel que le produit des autres fac- 
teurs (x — c) (x — -d) etc. soit de même signe que dans l'hy- 
pothèse les résultats des deux substitutions seront de 

même signe , quoique les nombres substitués comprennent 
deux des racines. On prouveroit de la même manière que 
deux nombres qui donnent des résultats de même signe peu- 
vent intercepter un nombre pair ou , en général , 2 k racines 
réelles. Ainsi la réciproque du théorème énoncé plus haut 
n’a pas lieu. Si on prend pour x un nombre p plus petit ou 
plus grand que chacune des trois racines a, b,c, puis pour 
x un nombre q plus grand ou plus petit que chacune des 
mêmes racines , et tel que le produit des facteurs (.r — d) 
(x — c) ei:c. soit de même signe que pour x—p, on aura des 
résultats de signes diflércns : donc deux nombres qui don- 
nent des résultats de signes contraires peuvent intercepter 
trois ou , en général , (2 k -f- 1) racines réelles. 

Il suitde-là que si l'équation a plusieurs racines réelles qui 
dhlèrent entre elles dune quantité moindre que l'unité , 
en prenant l’unité pour la différence des nombres à substi- 
tuer , le nombre des résultats de signes différens pourroit 
être moindre que celui des racines réelles. 

Pour obvier à cet inconvénient, nous démontrerons que si 
l’on subsfi'ue successii ement au lieu de x deux nomb es dont 
l'un s ■ i! plus grand et l'autre plus petit qu'une des racines , et 
qui different en même temps l’un de faut/e d'une quantité 
moindre que la plus pe’ite diffétence entre tes racines réelles de 
l'éqtia'ion , ces deux substitutions donneront nécessairement 
deux résultats de signes diffétens. 

En cHct , soit a la racine en question , b ,c , d, etc. étant les 
autres racines réelles , l’équation sera 

(.r — a) (x — è) (x — c) (x — . d) etc X Y~o .... (.V), 

Y étant le* produit des lacteurs correspondans aux autres 
racines. Supposons 

P >*, <!<ac\p—q </ 
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J élant laplus prtite différence entre les racines , le résultat de 
la substitution de yr> pour x dans la proposée sera 

— (p—b ) ( p — c) (p — d ) etc XP («) 

et celui de la substitution de q pour x sera 

( q—a ) ( q — b ) ( q—c ) ( <7— i ) etc X Ç (<*) , 

P et Ç étant ce que devient la fonction Y lorsqu’on remplace 
.vpar/>. D'après les hypothèses laites sur p et q, les deux 
lacteurs p — a et q — a seront de signes ditJërens , d’ail- 
leurs les résultats P et Ç ne peuvent pas devenir négatifs ; 
donc* les résultats ( R ) et (S) seront de signes diilërens , si 
chacun des lacteurs / j — b , p — c, etc. est de même signe que 
celui qui lui correspond dans (S). Or si p — b , q — b pou- 
vaient être de signes diilërens, la racine b seroit comprise 
entre p et <4 ; donc les nombres p et <7 comprendraient les 
deux racines u et b ; donc on aurait 

a — b < p — q 


ce qui est contre l’hypothèse , puisqu’on a supposé p — q < 
que la plus petite diHérence entre les racines a, b, c,’etc.‘ 
Il suit du théorème précédent , qu’en substituant entre 


les limites — et S -f- i une suite de nombres qui dilië- 

«j 4" 1 

rent entre eux d’une quantité moindre que la plus petite 
diHérence entre chacune des racines réelles , les résultats 


correspondons tonneront une série dans laquelle il y aura au- 
tant de changement de signes que de racines réelles positives 
dans l’équation proposée , d’où l’on déduira la valeur entière 
approchée de chacune d’elles. 

Les théorèmes sur lesquels repose la résolution des 
équations numériques , peuvent se déduire de considérations 
géométriques qui ont l’avantage de faire voir à l’œil meme les 
principales propriétés des équations. 

Reprenons l’équation générale. 


PI. A. x m -J- Ax m ~ l -f- Bx "** -j- Cx m ~ 3 . . . . -f- Tx -j - V ~o 

jjj 

j' D " et représentons par des lignes droites les valeurs successives 
que nous attribuerons à l’inconnue x , ainsi que les valeurs 
correspondantes que recevra le premier membre de l equation : 
mais alors, au lieu de supposer le second meniLre égal à 
zéro , nous le représenterons pary , parce que , parmi les 
valeurs prises pour x , il s’en trouvera d’autres que celles 
qui réduisent le premier membre à zéro , et pour lesquelles 
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y prendra différentes valeurs. Cela posé , nous porterons 
les valeurs successives de x , rapportées à une ligne prise 
pour unité , sur une droite indélinie A B , à partir d’un point 
ii.\e O , en convenant d’étendre les valeurs positives de x sur 
la partie O B , dans le sens de gauche à droite , par con- 
séquent les valeurs négatives de x sur la partie opposée O A , 
ou dans le sens de droite , à gauche. Soit donc O P une 
valeur quelconque de x ; pour représenter la valeur corres- 
pondante de y, nous mènerons par le point P une perpendi- 
culaire à la droite OP, et si la valeur correspondante de 
y est positive , nous la porterons sur cette perpendicidaire en 
P Ç , ou au-dessus de la droite O P; dans le cas contraire , 
on étendra j sur le prolongement de P Ç , en dessous de AB, 
région des valeurs négatives de y. Répétant la même opé- 
ration pour les valeurs de x, tant positives que négatives , 
valeurs qu’on fera croître par des degrés très-rapprochcs , 
et joignant les extrémités de toutes ces perpendiculaires , on 
îiura une courbe qui sera le tableau de l’équation 

x m -f- Ax m "* 4 - Bx m ~‘ 4-;r.r "- 3 4- etc. —y 

Cette courbé ainsi décrite, il est clair que les intersections 
G , I, M , N , R, etc. , avec l’axe A B , donneront les racines 
de l’équation proposée , car comme cette équation n’est 
satisfaite que par les valeurs de x, qui donnent y ■=. o , 
les racines sont donc les abscisses qui répondent aux points 
dont les ordonnées sont milles , c’est-à-dire , dans lesquels 
la courbe coupe l’axe AB 5 ainsi les racines de l’équation 
proposée seront 

OM , ON, OR, etc. — 01 — OG , etc., 

ces dernières ayant le signe — • , parce que les intersections 
I, G, etc. tombent à gauche du point O. Cette construc- 
tion donne lieu à des remarques générales §ur les équations. 
i ü . Comme l’équation de la courbe ne. contient que des puis- 
sances entières et positives de l’inconnue x, il est clair qu’à 
chaque valeur de x répondra une valeur déterminée dey , et 
que cette valeur sera unique et finie tant que l’abscisse x sera 
finie : mais comme rien ne limite les valeurs de a:, elles pour- 
ront être supposées infiniment grandes, tant positives que 
négatives, et il leur répondra aussi des valeurs dey infini- 
ment grandes :d’où il suit que la courbe aura un cours continu 
et simple , et qu’elle pourra s'étendre à l’infini à droite et à 
gauche de l’origine O. 

11 suit de-là que la courbe ne pourra passer d’un côté del axe 
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à l'autre sans le couper , et qu’elle ne pourra revenir du mêmé 
côté au’après l’avoir coupé deux' fo:s : par conséquent, entré 
deux points de la courbe, placés du moine côté de l’axe, il y 
aura nécessairement un nombre pair d intersections ; au con- 
traire, entre deux points placés l un au-dessus et l’autre au- 
dessous de l’axe, la courbe aura un nombre impair d’m ter- 
sections. 

Donc si on a trouvé deux valeurs de .y, de signes difïérens , 
on sera assuré qu'entre les valeurs correspondantes de x il 
tombera nécessairement un nombre impair de racines de la 
proposée , une, ou trois, ou cinq, ou en général (2À-f- ^ra- 
cines, etc. ; de sorte que, dons ce dernier cas , on conclura 
sur-le-champ qu'il y a , au moins, une racine de la propo- 
sée entre ces deux valeurs de x : au contraire, si l'on a deux 

îe pourra tomber entre les 
x qu’un nombre pair de ra- 
aucur.e, ou qu’üycn aura 
al 2. k : mais si la différence 
entre deux valeurs de a; est moindre que la plus petite dis- 
tance entre deux intersections , c’est-à-dire , moindre que la 
plus petite différence entre les racines , il est facile de voir , 
par la nature de la courbe . que les deux valeurs de x ne com- 
prendront qu’une seule racine lorsque les valeurs de y corres- 
pondantes seront de signes dfflérens, et quelles n en com- 
prendront aucune , si elles sont de mêmes signes. 

Pl # Il nous reste à iàire connoîlre un procédé aussi simple 
A. qu’élégant, au moyen duquel on construira l’ordonnée y cor- 
F! g- respondantes aux différentes valeurs de l'abscisse x. Pour 
2 ' cela , nous représenterons l’équation proposée par 

a bx - f- ex 1 -f- dx l -f- etc. = o 

en écrivant les termes dans l'ordre inverse; l'équation à la 
courbe sera 

y xx. u -p bx cx l -j- da r 3 -f- etc. 

Ayant mené la ligne O X prise pour axe des abscisses dout 
l’origine est supposée en O , on portera sur cette ligne la par- 
tie O I , égale à l’unité des quantités a , b , c , qu’on peut 
supposer exprimées par des nombres; puis ayant élevé aux 
points O et I les perpendiculaires OD , IM , on poitcra sur la 
ligne OD les pai tics OA=a, AB — b, BC—c ,CD=zd, 
et ainsi de suite; puis à partir de O la ligne CP = x, et du 
point P la perpendiculaire P T. Si , par exemple, rfestle 
dernier des coeiiiciensa , b , c,e te., en sorte que la pioposée 


valeurs de y de même signe , il r 
deux valeurs correspondantes de 
cines , c'cst-à-dii e qu’il n’y en aura 
deux ou quatre, etc. ou en génér; 
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ne soit que du troisième degré , et qu’il s’agUse d'avoir la 
valeur de 

y = a -}- bx -f- ex * + dx) 

ayant mené d’abord la parallèle DM à l'axe OI , on fera cette 
construction : on joindra les points Met C par une droite qui 
rencontrera PJ’enS"; parle point 5 1 , on mènera à CI la pa- 
rallèle III qui déterminera le point L quon joindra avec B 
par une ligne LB , qui coupera PT en R ; par ce point R , 
on tirera une parallèle GK h 01 , et du point K au point A 
une droite K A qui coupera PT en Ç ; et le point Ç auisi dé- 
terminé, sera tel que 

PÇ = a bx -}- ex 1 -f- dx* 

En effet, les deux triangles semblables CDM , CHS doiv 
neront , à cause de DM — Cl — i , 

CH— dx 

ajoutant CB—c, on aura 

B1I = c -j- dx 

De même les deux triangles semblables BHL, BGR donne- 
ront , à cause de HL — i , 

BG ex 4- dx 

• i 

ajoutant AB — b , on aura . 

AG — b -f- ex -f- dx* 

Enfin les triangles semblables s,GK et AFQ donneront , à 
cause de GK = i , 

FA, — bx - f- ex* -}- dx* 

ajoutant OA — a , on aura 

OF = PQ = a -f- Ix -j- ex* + dx * = y 

La même construction et la même démonstration s’appliquent 
à un nombre quelconque de termes. Il faudra seulement avoir 
soin , si quelques-uns des coeiliciens a , b ,c , etc. étoient né- 
gatifs , ne les prendre dans le sens opposé. Par exemple , si 
le coefficient a étoit négatif, on porterait la partie OA au- 
dessous de l’axe O/; ensuite, à partir de A et, dans le cas 
de b positif, on prendrait toujours AB = b , mais si b étoit 
négatif; il faudrait porter AB dans un sens opposé , à partir 
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de l’extrémité de — a , et ainsi des autres ceeflicien» , sut* 
va nt les signes qui les affécteroient. A l’égard de .r , on pren- 
dra OP de O vers I pour les valeurs positives de x , et de O 
vers T pour l ps valeurs négatives de .r. 

La difficulté est donc réduite à trouver une quantité 
moindre que la plus petite différence entre les racines 
réelles de la proposée: pour y parvenir, on formera une 
équation qui ait pour racines toutes les différences possibles 
entre celles de l’équation donnée , puis on cherchera , d’après 
la méthode indiquée ( pages 277 et 278) , un nombre moindre 

3 ue la plus petite de ces racines. Nous nous proposerons 
onc la solution de ce problème : 

Etant donnée une équation quelconque , former une équa- 
tion dont les racines soient toutes les différences possibles entre 
celles de la proposée. 

Soit l'équation 

,rm — Ax m ~' -\-Bx m ~* — Csc m ~ 3 -}- -\-P r zso. . ..(M). 

Si, au lieu de x , on écrit x-\-z, z exprimera toutes les 
différences possibles entre les racines de (M) , et on aura , 
en ordonnant par rapport aux puissances successives de z , 
une équation en z au même degré, laquelle, en commen- 
çant par les derniers termes , sera de la forme «t 

X+ Yz-\- Zz l + Uz* + +2*==o (N). 

Les coefficiens X , Y, Z, etc-, étant donnés parles équations 

X — j b — Ax m “ J -f- Bx m "“ % — Cx m ~ 3 -f- etc. 

Y — mx m ~ l — ( m — 1 ) Ax m ~ x -g- ( m — 2) Bx m ~ s etc. 

z — Æ m ~* Ax m ~ s 4 - etc. 

2 a ' 

etc. 

I.es racines de l’équation (.1/) , etc. , étant a,b , c , etc. , etc, 
celles de (A") seront 

z—a — x 5 z~ b — x} z — c — x‘ } etc. 

•t faisant (i°) x=za, on aura 

z — a — a; z — t — a; « = c — a; etc. 

(2<>) x = b , on aura 
z — a — b\ z — b — b^z~c — b) etc. 

et ainsi, de suite. Pour chacune de ses substitution» , 
l’équation eu z devient du degré m — x ce qui doit arriver , 

puisqu’il 
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puisqu’i chaque foisX = o : mais l’équation cherchée dot 
avoir pour racines toutes ces différences b — a, c — a , etc. 

a’ r , 7 " b -’ et . c ‘ » cest * a -dire, quelle doit être le résul- 
tat de 1 élimination de centre les équations (M) et (N) 

» n e “ et j on sait par la théorie de l’élimination, que cette 
équation finale aura pour racines toutes les valeurs de * 
qui substituées dans (N), donneront une équation en a: 
ayant au moins une racine commune avec (M) : or si on 

conm?«V l ?V danS ( V Bt (N) ’ P uis * égal à une quel- 
connue de ditlerences b— a, c—a, etc., nécessaire/n eut 

les deux équations {M) et (N) seront satisfaites : donc ces 
uiilerences entre la racine a et chacune des autres seront 
autant de racmes de l’équation finale. On prouverait de la 
nieme manière quelle aura aussi pour racines toutes les 
différences entre la racine b et chacune des autres , et ainsi 
ae suite. Cette équation finale sera toujours du degré 
m. m — 1 , car le nombre de ses racines 

b — a, c — a, d — a, etc. 
a — b, c — b , d — b , etc. 
a — c, b — c, 4 *— c , etc. 


est le même que celui des arrangemens qu’on peut faire avec 
m lettres prises deux à deux : ainsi cette équation sera 
de degré pair; de plus ces différences seront égales deux à 
deux et de signes contraires , d’où résulte que l’équation 
finale ne doit renfermer que des puissances paires de l’in- 
connue s; car en y changeant -f- z en — s, les racines po- 
sitives deviendront négatives et réciproquement, donc les 
racines de la transformée seront les memes en quantités 
et en signes, conséquemment le premier membre nechanqera, 
pas par cette substitution , d’où 011 conclut qu’il n e "doit 
renièrmer que des puissances paires de l’inconnue. I. équa- 
tion aux ditlerences des racines sera donc de la forme 

— C'c*"-' -f- este 

4- V 1 =0 (O) 

et par la substitution 


y~ zX (O 

elle se changera dans la suivante 

y n _ A tyn-r + jÿ y n- _ Gy n-3 + e tCv ...... .. .. 

+ V'szo (j P) 

et comme les facteurs de (O) sont 

Tome 11, n* 
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z — ( a — b), z — (è — a), z — ( a — c), z — ( c—a ), etc. 
Ceux de (P) seront 

y — (a — b)‘',y — (a — c)* etc. 

(P) sera donc l'équation aux quarrés des différences des ra- 
cines de la proposée. 

L’équation (P) sera toujours la même soit qu’on aug- 
mente , soit qu’on diminue d’une même quantité chacune 
des racines de la proposée, en sorte que si cette dernière 
contient le terme ae x m ~ l , on pourra le faire disparoître , 
puis chercher l’équation aux carrés des différences de la 
transformée, qui sera encore la meme que (P); mais sa 
formation sera un peu plus facile. 

Connoissant ainsi l’équation aux carrés des différences des 
racines , pour trouver une quantité moindre que la plus 
petite de ses racines , on posera 

y = — (2) 

et substituant dans (P) , cette équation donnera , toutes ré- 
_ ducüons faites , ^ 

i — A'u -p- B 1 u* — Ou 1 -f- -J- T^u* ~ o 

et divisant par V , 

u n * — A v u H ~ l C"u*~ 3 -f- etc =o (0 

Soit / un nombre plus grand que la plus grande racine 
positive de (0 , ~ sera , d’après la substitution ( 2 ) , 
un nombre moindre que la plus petite racine positive y , 

I 

-prÿ sera , d’après la substitution (i), un nombre plus 

petit que la plus petite différence entre les racines réelles de 
l’équation proposée. Donc si le nombre 

• 1^7 < i , d’où — — > i 

V l 

on sera certain que la proposée, n’a pas de racines réelles 
dont les différences soient moindres que l’unité; on pourra 
donc, dans ce cas, prendre l’unité pour la différence entre 
les substitutions successives à làire entre les limites trou- 
vées. Mais si 

1^7 > i , d’où ~ < i 
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alors il sera possible qu’il y ait dans l’équation (M) des 
racines dont les différences soient moindres que l’unité : mais 
comme la plus petite de ces différences sera toujours né- 
cessairement plus grande que f on pourra prendre ce 

nombre ou un nombre moîndre ( pour la distance entre les 
substitutions. En général, soit k le nombre entrer immédiate- 
ment plus grand que ^ l , si ^ l n’est pas un nombre 
entier , on aura 

* ^ Vi 


cette différence ~ de la progression des nombres à substi- 
tuer étant connue , on prendra successivement pour x les 
nombres 


en commençant par le nombre immédiatement moindre que 
j, continuant jusqu’à la limite supérieure i'-j-r. 

I-es résultats dus à ces substitutions formeront une suite de 
nombres , dans laquelle il y aura nécessairement autant de 
variations de signes que de racines réelles positives dans la 
proposée , et de plus chacune de ces racines tombera entre les 
deux nombres qui auront donné des résultats de signes 
contraires : conséquemment le plus petit des deux différera , 
en moins, delà racine comprise d’une quantité moindre 

que £-• On connoîtra donc ainsi le nombre des racines réelles 
positives de la proposée et la valeur approchée de chacune 
d’elles , à moins de près. 

Si tous les termes de ^quation aux quarrés des diffé- 
rences ont le même sign^ 1 aucun nombre positif n’y pourra 
satisfaire , donc aucun des carrés des différences entre les 
racines de la proposée ne sera positif , donc celle-ci ne 
pourra avoir plus d’une racine réelle : dans ce cas on 
pourra supposer 

I 

* = I 

On adoptera cette différence entre les substitutions succes- 
sives lorsqu’on saura , à priori , que la proposée ne doit 
pas avoir plus d’une racine réelle et positive. 

T a 
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Nous ferons l’application de ce qui précède à la recher- 
che des racines de l’équation 

x* — - 7 ar -f- 7 = o 

Il faut d’abord remplacer x par x-\-z , ce qui donne , \ 
toutes réductions faites , 

3 .r* -J- 3x* -f- -s' — 7=0 

Ï iuis éliminer r entre ces deux équations , pour avoir 
équation finale en z , qui sera l'équation aux différences des 
racines de la proposée. A cet effet , conformément à la mé- 
thode , on divisera la première équation par la seconde, 
celle-ci par le premier reste , et ainsi de suite jusqu’à ce 
qu'on obtienne un reste indépendant de x , qu’on égalera 
à zéro. Ce reste est 


z* — 42 z* -f- 441 z 1 — 49 = o 

L'équation aux carres des différences résulte de la précé- 
dente par l'hypothèse 

y = =* 

elle sera donc 

y 3 — 4 2 y‘ ■+• 44 1 y — 49 = 0 

et posant , comme dans la théorie générale , 


1 

y = z 


on formera l'équation 




qui donne 10 pour la limite des plus grandes racines po- 
sitives ; en sorte que est un nombre plus petit que la 


plus petite différence entre les racines de la proposée. 

* La méthode de Newton ap~ ,: — 1 “ 

donne une limite plus rapproché 


La "méthode de Newton apidiquée à l’équation en u 

éW : pour l’obtenir, on ièra 


u — t^-l 

et il s'agira de trouver un nombre l qui donne pour 

des résultats positifs , conditions auxquelles satisfait / = 9» 

donc — — =4 est la limite cherchée ou la différence entre 

. 1/9 . 

1#« substitutions successives. Restera à trouver les limites 


/ 
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qui comprennent les racines positives de la proposée : à 
cet eilet, on a , 

\^~S + 7 -+• 1 = 3 , etc. 

} )arce qu'il se trouve deux termes positifs x 1 4* o x* avant 
e premier terme négatif — 7 x , 011 pourra donc prendre 4 
pour la limite supérieure. Pour avoir la limite inférieure , 
on lèra dans la proposée 


ce qui donne 
d’où on déduit 


y 1 — y' H-t=o 


S' -H I 


= f<* 


en sorte que les limites entre lesquelles il faut substituer, sont 
ÿ et 4, et la différence des nombres à substituer est = ■j. 
Pour éviter les fractions , on fera dans la proposée 


.r : 


a/ 

3 


ce qui la change dans la suivante 

jt ,j — 63 x' 4- 189 = o 

alors , au lieu des limites | et 4 , on prendra \ ou 1 et 
12 , puis l’unité pour la diliérence des nombres à substituer , 
et on formera le tableau suivant : 


x. 

X‘ 

x' 

.r 1 

x' 

x' 

là 

x [ 


— 1 Résultats = -f- 127 


= 2 = -f- 7 1 

=> 3 = 27 

= 4 = + 1 

= 6 = + 27 

= 7- + 91 

= 8 rendant le premier tterme plus grand que 
le terme négatif, il n’est pas nécessaire d’aller au-delà. On 
conclut de ce tableau 

x’ > 4 et x 1 < 5 , d’où x > ^ et ■< 7 
x > 5 et x' <| 6 , d’où j > j ei < J- 
Pour procéder à la recherche des racines négatives , on 
changera les signes des puissances impaires de x dans’ U 

1 T 3 
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Note 5 


proposée , ce qui donnera 


— .r î 4 _ 7- r + 7 = o , ou jt* — 7* — 7 = 0 
équation dont les racines positives seront encore £ et 4 , 
ou l)ien i et 12 pour la transformée 

x ' 3 — 63 x' — 189 = o 

dont les racines ont avec celles de la précédente la relation 

•* = T 

et la différence des nombres à substituer sera l’unité ; mais 
pour réduire le nombre des substitutions , on fera les hy- 
pothèses 

x' — 12 Résultats = -f- 783 

x* = 11 = 4 * 449 

x 1 = 10 — H - 181 

x' — 9 47 

d'où on conclut 

x' > 9 et x' < 10 d’où *> 3et;r<3 + f 
il existe donc une racine négative comprise entre — 3 et 
— ( 3 -+--r )• 


1 "Méthode pour obtenir les racines d’une 'équation 
avec une approximation déterminée. 

On obtient , au moyen des règles précédentes , autant 
de couples de nombres qui , substitués en place de l’incon- 
nue , donnent des résultats de signes contraires , que l’équa- 
tion proposée contient de racines réelles. Soient a et A 
deux (le ces substitutions qui donnent des résultats de 
signes contraires ; en prenant l’un de ces nombres pour ra- 
cine', on commettra une erreur plus petite que la différence 

a. — b, en .sorte que cette différence étant ^ , on aura déjà 

la valeur de la racine à moins de la fraction ~ près. Pour 

en approcher d’avantage , on prendra un moyen arithmé- 
tique entre les nombres o et A, lequel, substitue pour x , 
donnera un résultat dont le signe différera nécessairement 
de celui de l’un ou de l’autre des résultats dus aux subs- 
titutions ,ï=:aet xr=b ; la racine se trouvera donc comprise 
entre deux limites plus rapprochées. En continuant la meme 

• 
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opération , les limites seront de plus en plus resserrées et 
conséquemment l’erreur qu’on commettra en prenant l’une 
de ces limites pour la racine, s’atténuera de plus en plus. 

On approchera plus rapidement de la valeur exacte des 
racines en employant la méthode suivante : soit 

x" 4 - Ax*-* 4- Sx"-* -J-. ... .4- Tx 4- V— o M) 

l’équation proposée ; si a est une première approximation 
de l’une des racines, on fera 

x — a -j- p 

et on aura, par cette substitution , une transformée en p qui , 
à commencer par le dernier terme, sera de la forme 
X 4- Yp + Zp' -j- p’* = o (N) 

où les quantités X , Y , Z , etc. , seront des fonctions de 
a , qu’on obtiendra en changeant x en a dans les équa- 
tions ( page 64), et tenant compte de la dillérence des 
signes : on aura donc 

X = a m 4- Aa mri 4- Ba m ~ x 4- Ca m ~ 3 + etc. 

Y — ma m ~' 4- ( m— x ) Aa m ~ * 4* ( m — 2 ) Za m ~ 3 4 " etc. 
etc. 


Comme p est, par hypothèse , une fraction assez petite , les 
puissances p' , p 3 , etc., seront beaucoup plus petites que 
p , et d’après cette considération , on pourra négliger les 
puissances de p supérieures à la première , en sorte que la 
transformée (N) se réduira aux deux premiers termes. On 

S ourra donc déduire une première valeur approchée de p 
e l’équation 

p — -y —b , » . • ( 1 ) 

en désignant par b cette première approximation de p. Pour 
avoir une valeur plus approchée de la racine , ou pour 
corriger la valeur de b , on écrira dans ( N) b-\-q , au lieu 
de p, ce qui revient à faire 


x = a 4" b 4" n 


dans ( M ) , ou à changer p en q dans la transformée ( N ) , 
et a en a-\- b dans les fonctions X , Y , Z , etc. Ainsi, ayant 
trouvé précédemment l’expression de p en a , on aura 
celle de q en changeant a en a 4- b dans — ^ » ce qu’ou 


notera de celte manière : 



;• ( 2 ) 

T 4 
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eta + 3 -f-e sera une plus grande approximation. En chan~ 
géant a en dans X et J 7 , qu’on notera par [J¥] 

et [K]; puis écrivant r pour p dans (N), et ne retenant 
que les deux premiers termes , on aura 



et £ 4 c + ^ sera une valeur plus approchée de la 
racine cherchée. Nous ferons une application de cette nié-» 
thode à l’équation 

x 3 — 2 x — 5 — 0. 


{jui n’a qu'une seule racine réelle comprise entre 2 et 3 . Dans 
çette exemple, 

X — a 3 — 2, a — 5 = — 1 
Y — 3 a* — 2 = 10 


on a dope 


P 



en sorte que 


a +• b = 2,1 

faisant <7 = 2,1 dans p , on trouvera 


donc 


<7 = — o, 0054 = c 


a 4 f' 4 ç — 2,0946 

écrivant ensuite 2,0946 pour n dans p, il viendra 


r — — 0,00004853 = d 

et conséquemment 

a-\~b-\-c-\-d~ 2,09465147 
Ainsi les valeurs convergentes yers la tacine sont 
2; 2,i ; 2,0946; 2,09455147; etc. 


Méthode d' approximation des racines des équa- 
tions numériques par les fractions continues . 

Soit l’équation 

Ax” 4. Bx 4- Cx m ~* + etc = 0 C-V) 

et Supposons qu’on ait trouvé , par les méthodes précédentes., 
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les valeurs entières immédiatement en dessous des racines 
cherchées; si p est l’une de ces valeurs , en sorte qu’on ait 

aj>pet,v<p-{-i 

on posera 

x = p - 1 

y 

» 

où y est un nombre plus grand que l’unité, et substituant 
pour ,sr cette valeur dans la proposée, on trouvera , après 
avoir multiplié l’équation résultante par y m , 

A'y m +• B'y m ~' C'y™-' + D'y m ' 3 -{-etc = o . . . .<2V) 1 

équation qui aura nécessairement , au moins , une racine 
réelle plus grande que l'unité. Soit q la valeur entière en 
dessous de y, on fera 

* = ? + \ 

p étant un nombre plus grand que l’unité ; substituant dans 
ÇN) , on aura une équation en z de la forme 

A"z m + B"z m ~' C"z m ~' -\-D v z m ~ 3 + etc =o (P) 

laquelle aura nécessairement au moins une racine réelle plus 
grande que l’unité dont on pourra trouver de même une va- 
leur entière approchée par défaut , que nous désignerons 
par 7-; en sorte qu’on aura 



où u désigne un nombre plus grand que l’unité. Subs- 
tituant dans (P) , il viendra une équation en u ayant , au 
moins , une racine réelle plus grande que l’unité , et ainsi 
de suite. 

On traitera successivement de la même manière les va- 
leurs entières approchées p p 11 , p" 1 , etc. , des racines 
réelles et positives de la proposée , pour approcher d’avan- 
tage de la véritable valeur de chacune d’elles. 

Les racines positives et plus grandes que l’unité des trans- 
formées (N), ( P ) , etc., seront nécessairement incommen- 
surables, si on a débarrassé la proposée des racines eommen- 
surahles qu’elle peut contenir. En effet, s’il arrivoit qu’un 
des nombres p, q , r , etc. fût une racine exacte , alors 
pn auroit 

9f=zp, ou y=zq, ou isr, etc. 
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cnsorte que l’opération se terminerait : on trouverait donc 
pour x un nombre comniensurable, ce qui est contre l’hy- 
pothèse; 

Si les nombres p , p’ , p n , etc. , sont tous différens , alors 
chacune des transformées (2V), (P) , etc., n’aura qu’une 
seule racine réelle plus grande que l’unitc ; car si par exem- 
ple , la transformée ( N ) avoit deux racines réelles plus 
grandes que l’unité , telles que y' et y" , on auroit 

^ — p+~rCt x—p + y 

de sorte que ces deux valeurs de x auroîent la même va- 
leur entière approchée p , ce qui est contre l'hypothèse. 
Il en scroit de même , si la transformée ( P) ou l’une des 
suivantes avoit deux racines réelles plus grandes que l’unité : 
d’où il suit que pour trouver , dans ce cas , les valeurs en- 
tières approchées des transformées successives , il suffira 
de substituer successivement , au lieu de l’inconnue , les 
nombres naturels o, x , a , 3 , etc. à partir de celui immé- 
diatement moindre que la limite des plus petites racines 
positives de la transformée sur laquelle on opère , jusqu’à 
ce qu’on obtienne deux résultats de signes différens. 

Si deux valeurs de x ont une même valeur entière 
approchée/? , alors en employant eette valeur , les transfor- 
mées (iV) et (P) etc. auront chacune deux racines réelles 
plus grandes que l’unité , jusqu’à ce qu’on arrive à une 
équation dont les racines plus grandes que l’unité aient des 
valeurs entières approchées différentes ; alors chacune^ de 
ces deux valeurs donnera naissance à une suite d’équaftions 
transformées dont chacune n’aura plus qu’une seule racine 
réelle plus grande que l'unité. En effet , puisqu’il existe deux 
valeurs différentes de x , qui ont la même valeur approchée 
p, il faudra que y dans ( N) ait deux valeurs réelles plus 
grandes que l'unité , et si ces deux valeurs de y ont la même 
valeur entière approchée q , il faudra de nouveau qu’en fai- 
sant y = ç -J- - , la transformée en z ait deux valeurs dif- 
£ 

férentes plus grandes que l’unité , et ainsi de suite. Mais si 
les deux valeurs entières approchées dey étaient différentes , 
alors nommant ces valeurs q et q' , on fëroit 

ce qui donnerait lieu à deux transformées telles que (P) , 
dont chacune ne devrait plus avoir qu’une seule racine réelle 
plus grande que l’unité : autrement , les deux valeurs dey , 
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au lieu d’étre doubles seulement , seroient triples , quadru- 
ples, etc. : ou auroit donc 

ainsi la proposée auroit plus de deux racines réelles et 
positives ayant chacune la même valeur entière approchée 
p ; ce qui est contre l’hypothèse. Donc , à partir de la 
transformée dont les deux racines plus grandes que l’unité 
auront des valeurs entières différentes , les transformées 
résultantes de chacune de ces valeurs n’auront plus qu’une 
seule racine réelle plus grande que l’unité : il ne sera 
donc pas necessaire , pour obtenir les valeurs entières appro- 
chées des racines correspondantes , de calculer pour chacune 
d’elles la limite de la plus petite différence entre les racines. 

Les coeffîciens A', B', C' , etc., de la transformée (iV) , 
exprimés au moyen de ceux de la proposée, sont 

A' ~ A p” -f- Bp m ~ l Cp m ~ l -f- Dp m ~ J -f- etc. 

B ' — mAp m ~ x -\-(m — 1 ) Bp m ~ * -f- ( m — 2 ) Cp m ~ 3 

■+• ( m — 3 ) Dp m ~* -{- etc. ' 

C’ = m. — — Ap m * -1 Bp '"*•* -|- etc. 


On obtiendra ceux de la transformée (P) en écrivant dags 
les formules précédentes q pour;», A\ B', C 1 , etc. pour 
A, B, C, etc., et changeante , B 1 , C 1 , etc. en A" ,B tl , C" , etc. 

Il résulte de ces expressions que l’un des coetficiens 
A 1 , A", etc. ne sera jamais nul; car, dans le cas de 


on auroit 
donc 


A' —o, ou A v — r o , etc. 
y — c» , ou z — 00 , etc. 


x = p , ou y — q , etc. 


et conséquemment la valeur correspondante de x seroit com- 
mensurable. 

Soient donc p , q , r , s, t, etc. les valeurs entières ap- 
prochées des équations (Af), (i\T), (P), etc., en sorte 
qu’on ait 

x = — z — '•+- , etc. 
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ou trouvera , par des substitutions successives , 

x=p + — — 

Ÿ + — i 

r- 4* 

» 4- etc. 

La fraction qui accompagne l'entier p se nomme fraction 
continue : on comprend , en général , sous ce nom toute frac- 
tion dont le dénominateur est composé d’un entier plus une 
fraction , lequel a encore pour dénominateur un entier plus 
une fraction, et ainsi de suite. Ainsi on reconnoîtra les avan- 
tages que présente la méthode précédente , en examinant 
les principales propriétés de ces sortes de fractions. 

Génération des fractions continues , leur réduc- 
tion en fractions ordinaires , et quelques pro- 
priétés de ces fractions. 

Supposons qu’on ait à évaluer un nombre quelconque a 
qui ne soit pas un nombre entier : on prendra le nombre 
entier immédiatement au-dessous de a , et qui conséquem- 
ment dillérera de a d’une fraction plus petite que l’unité ; 
soit a. ce nombre , a — a. sera une fraction comprise entre 

o et i ; de sorte que sera un nombre plus grand que 
l’unité , et le désignant par b , on aura 

— — — — — b ... • (i)* 

G — A 

On pourra donc chercher le nombre entier qui approchera 
le plus, en moins, de b ; ce nombre étant 6, on aura de 
même b — £, fraction comprise entre o et i , et consé- 
quemment 



c étant un nombre plus grand que l’unité. On soustraira 
de même de c le plus grand nombre entier qu’il contienne, 
nombre que nous désignerons par y : alors c — y sera une 
fraction comprise entre o et î , et 
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«/ i 

fera un nombre plus que l’unité , et ainsi de suite. Des éga- 
es (D » 00, (3), etc., on déduira les suivantes : 


û — a + T; è = C + Ti c = y + ii etc. , 
et conséquemment 

a = *+^ 5 i ; 

c +ô 

* = B +- 7 î« = « t + i 

c + 7 CH- 7 

y+- V + 7 

<t+- 

C 

Si parmi les quantités a, b , c, d, etc. , il s’en trouve une 
qui soit un nombre ent>ev , alors la fraction continue sera 
terminée, parce qu’on pourra y conserver ce nombre même. 
Si , par exemple , c est un nombre entier, la fraction con- 
tinue qui représente le nombre a , sera 

a = « -J- î 

CH-jt 

C 

En effet , si on substitue pour d sa valeur (3) dans la troi- 
sième fraction continue, on aura 


a — * + . jl , = * + 1T4- 1 

y H ; 5- + c — y 

c — y 

=“+T+i 

\ . y 

puisque c — y. Cette circonstance aura lieu dans le cas de a 
nombre commensurabkr ; mais lorsque a sera un nombre 
•incommensurable , la fraction continue ira nécessairement 
à l’infini. 

Appliquons ce procédé au développement en fraction 
continue de la fraction ordinaire j , A et B étant des nom- 
bres entiers. Il est d’abord évident que le nombre entier et 
qui approche le plus, en moins , de la fraction ^ f est j e q U Q_ 

tient de la division de .4 par B , lenombre A étant plus grand 
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que B. Supposant cette division faite , et nommant le quotient 
«t et C le reste , on aura 


J 

£ 


*= £’ d0U *= c 


Pour avoir de même la valeur entière approchée C de 
la fraction ^ , il faudra diviser B par C , et prendre pour C le 

quotient en nombre entier de cette division ; alors nommant D 
le reste, on aura 



On continuera donc à diviser C par D , et le quotient sera y , 
et ainsi de suite : d’où résulte cette règle fort simple pour 
réduire les fonctions ordinaires en fractions continues. 


Divû ez le numérateur de la fraction proposée par son dé- 
nominateur , et nommez le quotient a. ; divisez ensuite le déno- 
minateur par le reste , et nommez le quotient £ ; divisez le pre- 
mier reste par le second reste , et soit le quotient y ; continuez 
ainsi en divisant toujours t avant-dernier reste par le dentier , 
jusqu’à ce qu’il se présente une division qui se fasse sans reste , 
ce qui doit arriver ici , et vous aurez la fraction continue t 



+ 7 4. JL 

y J- etc. 


Pou r repasser d’une fraction continuée) la fraction ordinare 
qui lui a donné naissance , on fera les réductions successives 

I _____ etC *4- 1 I t> C) “f- “y a m 

t - -r- » - + l .— 5 


Ct ZI I et - 

— i» ’ 


-+f+T 


> + 


*£'*5 1 *+- y P -4- a t 4* «C 4 “ * . 

Cyj + c y 

etc. 


En examinant ces résultats, on découvrira facilement que 
le numérateur de chacune des fractions ainsi formées , est 
égal à la somme du numérateur de la fraction qui précède , 
multiplié par le nouveau quotient , ou parle dernier quotient 
introduit, plus le numérateur de l’antépénultième fraction, 
et que le dénominateur de chaque fraction se forme suivant 


P° P 

fa même loi; en sorte que — > — étant deux fractions con- 
sécutives et y. le nouveau quotient introduit , ou le dernier 
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P’ 


des quotiens qui entrent dans la traction — , qui suit immé- 
diatement on aura 

p' Pu + P® 

Q’ ~~ ç,u4-”Ç ; 

Pour démontrer que cette loi a lieu dans toute l’étendue de 
la fraction continue , supposons quelle ait été vérifiée jusqu’à 

pi 

un certain quotient y : soit — f la fraction corrrespondante , 
P . P» 

- la fraction qui précédé , et — l’antépénultième fraction , 
v V° 

on aura 

P 1 = Py -{- P a • 

Ç’ = Çy+Q° 

Si on considère le quotient y' qui suit immédiatement le 
pu 

quotient y , et que — j soit la valeur de la fraction continue 

calculée jusqu’au quotient y 1 inclusivement , l’expression 
pu . pi 

analytique de — u sera ce que devient celle de —p lorsqu’à 

la place de y on écrit y -f- — , j donc 

P 


P” __ P jlQ P ° (Ptt+P») P P'^' + P 

?'- Q(h+ ± l) +Q o -Ür + M+Q ~ 


p /9 • r 

Donc la fraction se déduira des deux précédentes 
et du quotient y ' répondant à suivant la loi 


pr p 

Q 7 e <? 


P v — P> y' P 
Q» = Q'y' + Q 

Cette loi de formation aura donc lieu dans toute l’étendue de 
la fraction continue. 

Avant donc écrit par ordre les quotiens « , C , y , etc. 
on formera facilement les fractions correspondantes de cette 
manière 


\ et C y $ e 

» _ « m -4* r . aCy -4- y -f* * • aGyf -4- yt -V ««T + «£ -4- 1 m 

T5r> ~~c~> C>+i J f^+./4-C > etc 
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où chaque numérateur se trouve en multipliant le précédent 
par la lettre écrite au-dessus , et ajoutant ce produit à l’anté- 
pénultième , et procédant de la même manière pour com- 
poser le dénominateur. Pour que cette loi de formation 
puisse valoir à partir de la seconde fraction inclusivement , 
on écrit j pour première fraction , quoique celle - ci ne 
soit pas une portion de la fraction continue. On aura 
donc, en représentant par A, B , C, etc. les numérateurs 
de ces tractions successives , et par A 1 , B' , C' , etc. les 
dénominateurs des mêmes fractions , 


A ~ t e 
B = siG -f- i 
C = By + A 
D = Ci + B 
etc. 


A' — i 
B’ = A'C 
C' — B'y + A > 
D' = CS + B' 
etc. 


j4 B C 

Les fractions résultantes -j, , -g,, ^ 3 etc. ont été nommées 

fractions convergentes , parce que , comme nous le verrons 
bientôt, chacune d’elle approche plus que celle qui la pré- 
cède de la valeur exacte de la fraction continue. 

Si la quantité a qu’on veut développer en fraction con- 

tinue est une fraction rationnelle ~ il est évident que cette 

fraction sera toujours la dernière dans la série des fractions 
convergentes ; car dans ce cas la fraction continue sera ter- 
minée: mais si la quantité a est irrationelle , la fraction conti- 
nue se prolongeant sans jamais s’arrêter , la suite des fractions 
convergentes ne s’arrêtera pas non plus. 

' ji B C 

Les fractions convergentes y Qt y etc. sont alternati- 

vement plus petites et plus grandes que la va 7 eur totale de Ta 
fraction continue. En effet , à ne considérer que la première 

fraction — > on aura , en désignant par ac la totalité de la 
fraction continue. 


*> f 


Si l’on prend «. £ y comme le dénominateur C est 

petit que le dénominateur C -J- i ^ gtc , on aura 

Æ <«+f 


plus 


En 
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. ^ ' V* <# 

En se bornant h a -j — , comme le dénominateur y esl 

c + - 

- v y 

plus petit que le véritable , la fraction ^ sera trop grande , 

la fraction - t sera trop petite , et la somme « -I — 

c + - Cm- « 

sera trop petite $ en sorte que 

æ > « -J— • 

’ C+ * 

? 

et ainsi de suite alternativement : donc la valeur de x est 
toujours comprise entre deux fractions consécutives. 

Si on multiplie en croix les termes de deux fractions 

po p 

convergentes consécutives — , — , on aura toujours la diffé- 
rence des produits 

PQ° — P" Ç=+i 

P 

savoir -j- I si la fraction ç est du nombre des fractions 

plus grandes que x , ou si elle est de rang impair, la fraction \ 
étant la première , et — i si elle est une Jraction plus petite 
ou de rang pair. 

En efièt , si l’on considère trois fractions consécutives 

Iff p p, 

Q°> Q > <? 

et que p. soit le quotient placé au-dessus de ou le quo-, 
tient correspondant à ^ , on aura d’après la loi démontrée 

X . i 

p' = Pp. 4- p a 
: ç'^Qn+ç- 

ü ou resuite 

P' Ç — P Q' ■= P° Ç — P Q a — — (P Ç>* — P° Ç) 

On auroit de même , en représentant par Â la fraction qui 

Po ' J 

précède immédiatement f 

PÇ° —P'Q — ’PQ ' 1 — ’ÇP e =z — (F<>'Ç—.ipQ<t) ' 

et ainsi de suite, en remontant jusqu’aux deux premières 
fractions * et qui sont comprises dans la loi , et pour les- 
quelles la différence analogue est «Xo — iXi=— -ijea 
sorte que 

' Tome II. . .• "y 
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Bsa' — — I 

CB ' — C'B=z — i 

On peut déduire de cette propriété plusieurs consé- 
quences importantes : on en conclura d’abord que les fractions 

v J5 

■-j, y jp } etc. sont déjà réduites à la plus simple expression , 

car si Cet C 1 , par exemple, avoient uncommun diviseur 
autre que l’unité , il faudroit , d’après la propriété 

BQ — £'C = + x 

que l’unité fût aussi divisible par ce commun diviseur ; con- 
clusion qu’on déduiroit de la même égalité à l’égard de 

Evaluons maintenant la différence entre une fraction quel- 
conque et la valeur x de la fraction continue totale. Pour cela 

soient toujours — - - et deux fractions consécutives, et (a le 

• ” ' • pr 

quotient qui correspond à j en sorte que 

P P/x + Po I 

& Qp + 

Si , à la place de (a , on écrit le reste de la fraction continue , 
à partir ue [a inclusivement , on aura , en désignant ce reste 
par y , et la totalité de la fraction continue par x , 

x — p y + F ° 

d’où on déduit ^ + 

x - - — P ° Q- p Q° _ — 

<? <i ( Çy + Ç» ) h 


et 


Q ( Qr + Q° ) 
y 


x _ P Z _ (P <?- — P° Q) y _ + _ 

<?° Q° ( Qy + ) ~ Q° C Qy 4- Ç® ) 

P . Po 


Les différences x — — et x — — sont donc toujours de signes 

contraires , et conséquemment la valeur de a; est comprise 
entre deux fractions consécutives, propriété déjà démon- 
trée plus haut. 

Soit [a le nombre entier immédiatement moindre que v en 
aorte qu’on ait 

y>B^y<B + i 

* on aura aussi 

Çy + Q m > Çn+ Q°clÇy + ço < Q î) + Q. 
dune . 


Q ^ + Q Wp + Ç«) 0U ^ + 
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et 

p ^ — * 

* “* Q >+ ÇlÇ(^ + 0 + ç»] ° U ^ + ?(?+<?) 
Z4(nsi Terreur qu'on commettra en prenant une fraction en place 
de la fraction continue totale sera toujours moindre que l’unité' 
diuis ce par le produit des dénominateurs de cette fraction et 
de la fraction immédiatement consécutive , mais plus grande 
que l’unité divisée par la somme du mêm produit et du carré 
du dénominateur de la fraction sur laquelle on opère . 

Or les quotiens <*■ , C , y , etc. étant des nombres entiers 
et positifs , on a » 


Ç°<Ç,Q<Q 1 , donc ÇQ’>Ç‘ et ^ < Q \ etc. 
donc , à plus forte raison , 

* “ T < + <?<? 

c’est-à-dire que terreur commise en prenant une fraction quel- 
conque pour la fraction totale , est toujours moindre que 
t unité divisée par le carré du dénominateur de cette fractions, 
Des équations trouvées précédemment 

P _ i 

* Q ~~ + Ç(Ç>+Ç°) 


on déduit 


d’où 


p° 

* Q- - 


P—Çx— ± 


«°C Qy+<n 


y. 

Qy + <? 


P — Qx 


— p° + Q” * y 

or y , par sa définition , est un nombre plus grand que 
l’unité, donc 

çfZ^jp * < i , d’où P - Qx < Q°x - P - 
et, à plus forte raison, 


P 

ë 


— x < x — 


P* 

Q° 


Donc la différence entre la fraction continue totale x et une 
frration quelconque est moindre que la différence entre x et 
la fraction qui précède immédiatement celle-là. Cette pro- 

y * 


Digitized by Google 



S04 N o t * 5 ' 

priété a fait donner à ces fractions successives ç, 
etc. 'le nom de fractions convergentes 

Soit — une fraction dont le dénominateur N soit moindre que 

^ p 

le' dénominateur Q dune des fractions convergentes — , je 
dis que la fraction exprimera plus exactement la valeur 
de x que la fraction 

La proposition se réduit donc à faire voir que la fraction 
— ne peut être intercalée entre deux fractions consécutives 

f ? ^ entre lesquelles se trouve la fraction totale x. 

Pour que la fraction — se trouvât entre ^ et x > ü faudrait 
qu’on eût 


et, à fortiori, ~ 


Q' 


abstraction faite du signe , ou qu’en réduisant le premier 
membre au même dénominateur , on eût 
PN—QM ^ 1 

qn ^ <? J 

Or P , Ç , Af et N étant des nombres entiers , le numéra, 
teurPiV — QM ne peut être , abstraction faite du signe , un 
nombre moindre que l’unité : on a d’ailleurs, par hypothèse , 
N < Q et FQ < Q' 

donc on aura au contraire , 

PN— QM , x 


QH 


ç- - 
P 


donc ~ ne peut se trouver entre ^ et x. Pour que ^ 
tombât entre x et -, , il faudrait qu’on eût 


eu 


P^ M ^ ^ 1 

if > & ^ q;' 

f ii — Ç( M . x 


Qf N ^ Q>- 

ce qui ne peut avoir lieu , parce qu’encore le numérateuc 
ne peut être , abstraction faite du signe , < 1 et parce que 

N est, à plus tgrte raison, < Q’. La fraction " ne peut' 

V *1 
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T 8tre , à fortiori, supposée entre les deux fractions ?» et y 

<ptt prw ^ 

çP et qr„ etc. ; donc olle ne pourra exprimer la valeur de 

*c plus exactement que la fraction 

Donc chaque fraction convergente exprime la Valeur de x 
plus exactement que toute autre fraction dont le dénomina~ 
teur seroit moindre que celui de la fraction qu'on considère. 

Les fractions - p > ^ etc ç- , q> g etc * ont «té ap- 

pelles fractions principales , parce quelles convergent le 
plus qu’il est possible vers la valeur x de la fraction con- 
tinue. On a vu qu’elles étoient alternativement plus petites 
et plus grandes que x ; ainsi qji pourra les séparer en deux 
classes 

ut C E 

~a> é> etc ‘ 

B .D F . 

B' ’ D' > F* et 

la première sera composée de fractions toutes plus petites 
que x et qui iront en augmentant vers x ; la seconde , de 
fractions toutes plus grandes que x , mais qui iront en di- 
minuant vers cette quantité. 

Examinons maintenant chacune de ces deux séries en par- 
ticulier. Dans la première on aura 

C A _CA’—jtCf A'(By + A)— A(B’y + A') _ f 

et A*~ Ata ~ A’ a A' Cf 


E C __ EC -E'c _ (f + C) - C (iy>+C f ) _ , 

' e 1 a ae f ce' 7/0, 

etc. 


Dans la seconde , on aura 


B 

_ D 

• J 

_ BD'—VD _ 

B(C'<t+B')-B'(Cf+ B)_ / 

£' 

jy 

B'D' 

B' D> B'D * 

D 

F 

_ DF’—FD' 

D(E'{ + iy)~D'(E? + D) _ ? 

& 

0 

F'/y 

F'D> F’ IF, 


etc. 


Si les nombres y, <f, « , etc. sont tous égaux à l’unité, il sera im- 
possible qu’entre deux fractions consécutives quelconque» 
de l’une ou de l’autre des séries précédentes , il se trouve au- 

y i 
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cune nuire fraction dont le dénominateur tombe entre ceux 
de ces fractions , ou ,en général , dont le dénominateur soit 
moindre que le plus grand des deux dénominateurs : enefiet, 

représentant par p j deux des fractions consécutives 

-ci-dcssus , on a « 

b I 

V O? — ~?bT 

. donc pour que la fraction tornjbât entre -g et -g , il fau~ 
droit qu'on eût 


a' y 



or le numérateur ma ’ — na ne peut être, abstraction faite 
du signe , plus petit que l’unité ; d’ailleurs n est , par hypo- 
thèse , plus petit que b* , donc on ne peut avoir 

me' — na t 

na' “ a' y 

Mais il n’en sera plus ainsi lorsque les nombres y , S 1 , t ete. 
seront différensde l’unité ; car supposons , par exemple , que 
y soit a , on aura - 

C = q-B -f A 
O = q B' -f- A> 

et on pourra , entre les fractions , insérer les* trois 

fractions intermédiaires 

« B+ A aB + A ÏB + A 

B' 4 - A' 9 W+A' 9 3 B' 4 - AT 

Or il est clair que les dénominateurs de ces fractions forment 
line suite croissante par différences égales depuis A' jusqu’à 
O , et les numérateurs depuis A jusqu’à C , et nous allons 
voir que les fractions elles-mêmes croissent aussi continuel- 
lement depuis jusqu’à ^ , en sorte qu’il seroit mainte- 
nant impossible d’insérer dans la série 

A \B 4- A a B+A 3B+A iB + A _ C 
> * JT + A' 9 aff+At’W + A' UB'-bA' ~ C' 


aucune fraction dont la valeur tombât entre celles de deux 
fractions consécutives , et dont le dénominateur se trouvât 
aussi entre ceux des mêmes (factions $ car si on prend les 
différences entre les fractions précédentes , on aura , à cause 
de B a' — AB' — i 
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A+ B yt x 

■A ~ A' (B' +A') 

J “f il | 


5oy 


B' + A 
sS + i 


a B'+ZP B' + A’ ~ 

1B+ A _ iB+A 
3B' + A' 2 B’ + A’ ~~ W+A' ÜiB'+A' ) 

£ __ J B+ A 
O 


(B'+A')( 3 B'+A') 

I 


I 


îB'+jf— {ff+jyc — 

dot^ Ton voit d’abord que les fractions à. ***'* etc. 

vont en augmentant, puisque leurs différences sont toutes 
positives ; ensuite comme ces différences sont égales k 
limite divisée par le produit des deux dénominateurs, il 
est impossible qu’entre deux fractions consécutives de la 
seiie précédente , il puisse tomber une fraction quelconque 

7t » S1 dénominateur n tombe entre les dénominateurs 

de ces fractions , ou , en général , s’il est plus petit que la 
P us grand des deux dénominateurs , comme nous l’avons 
em outré précédemment. De plus, comme les fractions dont 
i s agit sont toutes plus petites que la vraie valeur de x , 

et que la fraction est plus gfànde, il est évident quo 
chacune de ces ifactions approchera plus de x que de 
3 P : or on trouve ' .. 


A 

A’ ' 

B’+A' 
»B 4- A 
2B\+A’ 
SB 4 -A 


£ 

JB' 

B 

B' 

B 
’ B’ 

B 

■ F. 

B 

B' 


— T 

A'B' 


( B' + A')b 

: Zi__& 

t a B'+A' 


SB' + A' B'-iBB' + yFJr 

• * - . ^ - i ' ; 

C B' c'B' v — ' \ 

donc puisque ces différences sont aussi égales h l’unité di- 
visée par le produit des ^dénominateurs , oi^ pourra prouver 

de la même manière que ci-dessus qu’aucune fraction -- 

i» 

ne pourra tomber entre une quelconque des fractions 
i’V^' , h p + A elC ' Ct la ‘ fcaction p si lc dénominateur 
u est plus petit que celui de la môme fraction , d’où il suit 

V 4 , 


r 
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que chacune de ces fractions approche plus de la pâleur de 
x que ne pourrait en approcher toute autre fraction moindre 
que x et qui aurait un dénominateur plus petit , c’est-à-dire , 
qui seroit conçue en termes plus simples. 

Nous n’avons considéré que les fractions intermédiaires 

entre et ^ : il en sera de même des fractions intermé- 
diaires q&c et entre ^ et ÿ » si «,» etc. sont des 

nombres plus grands que l'unitc. 

On peut aussi appliquer à l’autre série ^ 5 j jr, font ce 

que nous venons de dire relativement à la première série 

— , S etc. de sorte que si les nombres J , Ç , etc. sont plus 
» 

n 

grands que l’unité, on pourra insérer entre les fractions jp et jy 


entre et etc. différentes fractions intermédiaires toutes 

plus grandes que x , mais qui iront continuellement en dimi- 
nuant et qui seront telles qu’elles exprimeront la quantité x 
plus exactement que ne pourrait faire toute autre fraction plus 
grande que x et qui serait conçue en termes plus simples. 

De plus si C est aussi un nombre plus grand que l'unité, 
on pourra pareillement placer avant la fraction ^les.fractions 

^±1, , lé+1 etc. jusqu'à e -±t± savoir * , et ces frac- 

tions auront les mêmes propriétés que les autres fractions 
intermédiaires. De cette manière on aura ces deux suites 
complettes de fractions convergentes vers la quantité x . 
Fractions croissantes et plus petites que x 


A B+A *B + A (>— 1 ) B + A 

B? + jt 9 a É -h A' **’*** * " (>— 1 ) B'+A' 
C D+C » a i>-4- Ç (. — ») Zy+C' 


<*’ D' ■+• C' ? sJJ'+Ct’ “ ’* 

S F- b B ‘ 

’ jgf ) f+Ê* etC * ï ■ ■" 

Fractions décroissantes et plus grandes que x 

A + r »A+t 3 A+F^ : ' (C—\)A+t 

r~ * — ë—r - 


B_ C+B . aC+5 

<?+*' ’ r&+Bt 

e' + a» etc * 


(J’ — ») c+ B 
(*-») C+B? 
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Si la quantité x est irrationnelle , les deux séries précédentes 
iront à l'infini, puisque la série des fractions principales 
^ etc. va dèlle-mème à l’infini. 

Ees fractions intermédiaires Sont appelleés fractions se- 
condaires. 

Mais si la quantité a est rationnelle et égale à une fraction / 
quelconque ~ t , on a vu que la série des fractions princi- 
pales sera terminée et que la dernière fraction de cette série 
sera la fraction , donc cette fraction terminera nécessai- 
rement aussi l’une des deux séries ci-dessus, mais l’autre 
série pourra toujours aller à l’infini. 

En cttet, supposons que <f soit le dernier dénominateur de la 
fraction continue > sera la dernière des fractions princi- 
pales , et la série des fractions plus grandes que .r se 
trouvera terminée par cette même fraction — r, or l’autre 
série des fractions plus petites que x se trouvera natu- 
rellement arrêtée à la fraction qui précède 5 .; mais pour 

la continuer ,il n’y a qu’à considérer que le dénominateur e qui 
devrait suivre le dernier dénominateur S ' sera » (page 297), de 

sorte que la fraction } qui suivrait dans la suite des 
fractions principales serait — — : or par la loi des 

fractions intermédiaires , il est clair qu’à cause de $ = «• , on 
pourra insérer entre les fractions g., et une infinité de 

fractions intermédiaires qui seront 

.• D + C,îD + C;3d + C 
D'+C a D'+C ’ 3 D'+C 6 °* * 

Ç 

ainsi, dans ce cas, on pourra après la fraction - placer encore 

les fractions intermédiaires dont nous parlons. 

On peut doqc résoudre cette question : une fraction expri- 
mée par de grands nombres étant donnée , frot/ver toutes tes 
fractions en moindres termes qui approchent si près de là 
vérité qu'it soit impossible d’en approcher davantage par des 
fractions plus simples. 

D’après la théorie 'précédente le problème sera résolu en 
réduisant la fraction proposée en fraction continue, puis en 
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formant les fractions convergentes et intercalant des frac- 
tions secondaires. ( Voyez les additions par Lagrange à V Al- 
gèbre d’Euler). 

Lorsqu on développe une quantité en fraction continue, 
ïl arrive quelquefois que les mêmes dénominateurs revien- 
nent toujours dans le même ordre; dans ce cas, la frac- 
tion continue est dite périodique , et elle peut toujours être 
considérée comme la racine d’une équation du second de- 
gré. Soit la fraction périodique 

*=■ , 

p+ 7+l . 

P + — , . 

P + etc. 

puisque le nombre des fractions intégrantes est illimité , 
il est clair qu on peut substituer x à l’ensembledes fractions 
intégrantes qui suivent la première , en sorte qu’on aura 

x ~ -3—- , d ’où x*+px-i et«=Ü^ZH 

La fraction continue ci-dessus servira donc à trouver la 
racine carrée du nombre — i_i. f puisqu’on a 

__________ là 

V P * -f* 4 P . 1 

a p + -Ï. r 

p H — . 

„ . . p + efc. 

JEn faisant p =z 2, on obtient 

l/ ’ = I + ~ + L -, ; 

a -f- etc. 

Soit encore la fraction 

x ~P + ~ , r 

î H — , 1 

P <7, -f* etc. 

dont les dénominateurs reviennent périodiquement de deux 
en deux , on aura 
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d’où résulte l’équation du second degré 
çx* — pqx — p — O 

Il en seroit de même , si la période étoit composée d’un 
plus grand nombre de termes j c’est-à-dire , qu’on seroit 
toujours conduit pour la détermination de x à une équation 
du second dégré. Il peut arriver aussi que la fraction con- 
. tinue soit irrégulière dans ses premiers termes , et qu’elle 
ne devienne périodiquc’qu’à une certaine distance du com- 
mencement. Soit , par exemple , la fraction 

x — p -i- ~ x 

* H , i 

r 4- — 

s + etc. 

et désignons par y la partie périodique , ou supposons 
. i 

- y~ r + -, i 

H — j- 

r "• s + etc. 

on aura 


xxxp -X- — T x — p 

^ ? + -,d’ou y 


mais 


— i • 

^ ' 3 4- 1 , d’où sy x — rsy — r — o 

y 

et remplaçant y par sa valeur , il viendra 

K x—pY—rs{x—p) [i— q(x— p) ]— r[l— ç(x— p)]*=o 

équation qui développée et ordonnée par rapport aux puis- 
sances de x , montera au second degré. En la résolvant 
et égalant la valeur de x à la fraction continue qu’elle 
représente , on aura le développement en fraction continue 
de la racine carrée des nombres représentés par la for- 
mule qui se trouvera sous le radical. 

Examinons maintenant dans quel cas une des racines 
réelles d’une équation , développée en fraction continue 
d’après la méthode exposée ( pages 293 et suiv- ) sera donnée 
par une fraction continue périodique. 
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3 il Notes - 

On sait que chaque racine réelle sera dé la forme 

. i ' 

x ~ P . i 

’ + 7 + i. ' 

* s + etc. 

p étant la valeur entière approchée de la racine réelle de 
la transformée (iV) , r, s ,t, etc. , les valeurs entières appro- 
xhées des transformées successives (P) , (Ç) , etc. Or pour que 
cette fraction soit périodique, il faut qu’à partir d’un certain 
terme les mêmes dénominateurs reviennent dans le même 
ordre à l’infini , ou qu’il y ait deux termes à partir «lesquels 
la fraction continue soit la même. Donc pour que la fraction soit 
périodique, -il faut que parmi les transformées il s’en trouve 
deux qui aient les mêmes racines ; ainsi , quand on verra 
dans une fraction continue reparoître un des nombres r déjà 
trouvé, il n’y aura qu’à examiner si les racines des équa- 
tions qui ont ce nombre pour valeur entière approchée sont 
les mêmes , c’est-à-dire , si ces deux équations ont une ra- 
cine commune ; ce qu’on reconnoitra aisément en cher- 
chant le commun diviseur des premiers membres , lequel 
doit nécessairement renfermer toutes les racines communes 
aux deux équations, s’il y en a. Or comme nous avons vu 
que toute fraction périodique se réduit à la racine d’une équa- 
tion du second degré , il s’ensuit que le commun diviseur 
sera nécessairement du second dégre : on pourra donc , lors- 
que cette condition sera satisfaite , prolonger la fraction con- 
nue aussi loin qu’on voudra en répétant seulement les mêmes 
nombres sans être obligé de calculer de nouvelles trans- 
formées.-. - 

Définition des fonctions symétriques ou invaria- 
< blés , et évaluation des sommes des puissances 
entières positives ou négatives des racines en 
coejficiens de V équation, • 

On appelle fonction invariable ou symétrique des ra- 
- cines d’une équation toute combinaison de ces racines dont 
la valeur numérique reste la même en faisant entre ces 
_ racines tous les échanges possibles. La somme des racines , 
celle de leurs produits enflerons 2 à 2 , 3 à 3 , etc. , sont de 
telles fonctions ; les sommes des mêmes puissances positives 
ou négatives de toutes les racines d’une équation sont aussi 
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♦les fonctions invariables que nous nous proposerons d’abord 
d’exprimer en coefiieiens de l’équation. 

Soit, à cet ellct, l’équation 

m m — 1 m — a m — 5 

x —Ax + 5 .r — Cx ...< — Tx-\-V—0...{M) 

a, b, c, d, etc. étant les racines : on aura l'identité / 

m m — i m— a 

« — Ax + Bx -f. ^.Tx+V 

(x — a) {x — b ) ( x — c) (ar — ) etc ( N ) 

Cette équation ayant lieu , quelque soit x , aura encore lieu 
en écrivant x * pour x , x et i étant quelconques $ en 
sorte que 

Ix + if — A (* + *) -f ~ r C*+0 + ÿr 

= [(*— o)-H i][(* — b) -f <][(* —c) -f- i ][(* — d) + 1 ] etc* 

On aura donc entre les coefliciens de la première puissance 
de i l’identité 

ni— i w— i ■ m— 3 

mx — A{m—T)x -f-B[m—2)x -f-ctc. . ..— T 

rx(x — b) (x — c } (x — d ) etc. 

-f- (x — a ) ( x — ■ c ) (* — d) etc (P) 

— a) ( x — b ) ( x — d ) etc. 
etc. 


dont le second membre est la somme des quotients qu’on ob~ 
tiendroit en divisant le produit de tous les facteurs de la 
proposée successivement par chacun de ces facteurs. Di- 
visant (P) par (2V) , il viendra 


mx m — ‘ — A(m — i )* m ~ ’ + J3(m— — T 

x m 4* Bx m ~* 4- — Tx 4- r 

! - 


= + 7=1 + ;nb + r~d + c,c (Q) 

équation qui aura lieu pour toute valeur de x. Mais 


V 


y , 
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Notes 


_JL_ = .L + Jl -f ^ + etc. 

* — « x 1 x 1 x 2 


X 

— — = — -f — -f- ~ -f etc. 
x — b x ' x' 1 *’ 1 

I I , C . c’ , 

• pr- a = T + P + P + etc * 


etc. etc. 

Posant donc , pour abréger , 

a+b+c+d + etc. = S ( 
a‘ 4 . b' -f c* -f- P*-f etc. = S* 

n» 4 . *3 4 . C 3 + d 3 + etc. j= S s 

« etc. 

in m 

o -|- Z> c d etc. — 

ÿ c s S„ étant des fonctions à évaluer , l’iden- 

tité Ç deviendra 


m.r m 1 — yi(m — T ) T m * + B(m — a)x m ’.....— T 
x m — Ax m — 1 -+- £x m ~ Â — Cx' n 3 — Tx 4. V 


= = + &+& + *+••• 


* m-f- 1 


i*+‘ 


4 -f- etc.(-S) 


Multipliant les deux membres de (R) par le dénomina- 
teur au premier , il viendra 

m — 1 . m— a . . w— 3 

jwa? — ( m — 1 ) .Ær -T [m — 2 ) Bx — etc. 



Comparant les coefficiens des puissances semblables de x t 
en aura les équations 
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«Toù 


Tri -=z m 

S , — mA — — ( m — l) A ‘ 

S, — AS, -f- mB=( m — 2) B 

S s — AS, + £S, — mC = — ( m — 3 ) C 
etc. 


S t — A — o. . (r) 

AS , "j- 2, B O. •••••••• ^2^ 


Jj “ AS, -f BS, — 3 C = o ( 3 ) 

•*4 AS y -f- — CS , -f- 4Z} = o . . (4) 

etc. 

résultats dont la loi est facile à saisir. 

On remarquera qu’en multipliant le Second membre 

de ( iî ) par x M , le terme , donne pour résultat S m , 

«t que multipliant par V le terme ” , il vient m V x~ ’■ 

. * * 

en sorte que le coefficient total de x~~ * est 

S rm. AS m -f. B 3 ' m _, -^-mV = o (S) 

parce que le terme de même exposant de x dans le pre- 
mier membre est o X V = o. En multipliant le terme 

par x», dans ( R ) , on a + , x ~' ; d’autre 

part , le produit de 1 « par V est J. W- ; d’où on conclut 

pour le coefficient total de X * 

S m + , — AS m -f- BS„__ -f VS* =0 .... (T) 

parce que le coefficient de x~~ » dans le premier membre 
de {R) est nul. 

Des formules (S) et ( T ) , on conclut que les sommes 
des puissances successives des racines forment , à partir 

de Ja m‘"‘ inclusivement , une série récurrente dont 1’échelle 
de relation est (pag. 546 ). 

A — B -f- C — D .... etc. 

L’équation du troisième degré 

x l — 2X — 5=o 

«omparée avec la proposée donne 

*d = o, B = — 2 , C = -f- 5 , Dzxs.q , etc, 
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reportant ces valeurs dans les formules (i) , (1) , (3) , etc. , ort 
en déduit les sommes des puissances successives des racines 

S ■= o , S = 4 , i 1 — 1 5 , 5 1 8, S = 5o , S —qi 

L’équation du quatrième degré 

-*4 < — ** — 19 a: 1 -j- 49 jr — 3 o=o , 

donne 

A— 1 , B — ~ 19, C = — 49 , Z> = — 3o 

et substitutions faites dans les formules (1) , (2) , (3) , etc. , 
on’ trouve 

S , ~ 1 ' S , = 39 » S * ~ ""f 89 , ^ = 7*3 


En supposant a; = î dans l’équation ( il/) , les racines 

de la transformée seront i i , etc. Ainsi calculant . 

au moyen des formules (1) , (2) , (3) (.9) , (T) , etc. , 

Jes sommes S, , 5*, , é 1 , , etc. pour la transformée , on au- 
roit les sommes des puissances négatives de la proposée. 
On pourra calculer directement aes formules analogues 
aux précédentes pour les puissance négatives : à cet effet , 

on développera les fractions — - — — ’-r- — - — , etc. . 

suivant les puissances positives de x j ce qui donnera l’identité 


m - 1 m - a m - 3 

mi — ( m — i ) Am 4- ( m — . a ) Bx — etc. — 7 * 

X m - A* m ~ x + Bx m ~ x + Y 

= - ( î + i + é + etc - ) ~ ( i* + J* + etc.) jr — etc 


» — — — ■ JSx— j Sx* — etc. 

en désignant par ,S , a S , 3 S , etc. les sommes des premières » 
secondes , etc. puissances négatives de la proposée. Les deux 
termes de la fraction qui forme le premier membre de 
l’identité qui précède étant écrits dans un ordre inverse , 
donneront 


y—Tx + Sx — flx î 4-elc f 3 v 

en sorte que multipliant les deux membres de (R') par le 
dénominateur , et comparant ensuite les coefliciens des puis* 
sanccs semblables de x , on aura les formules des puissances 
réciproques des racines, 

Evaluation 
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Evaluation des coefficiens de T équation auzc 
carrés des d iffé rences des racines en fonctions 
des coefjicien de l équation donnée . 

La recherche de l’équation qui donne les carrés des dif- 
férences entre les racines d’une équation , prise deux à deux , 
devient très - laborieuse , quand on emploie l'élimination 
indiquée ( pag. 285 ). Cette équation étajtt d'un usage 
fréquent dans la résolution des équations numériques , il sera 
bon d’avoir des formules au moyen desquelles on puisse 
exprimer ses coefficiens par ceux de la proposée. 

Soit , à cet eîlet , l’équation 

xm — Ax n ~' -f Bx — Cx m “ l + . -f V l= O ' 

a , b , c , etc. ses racines , A' , 3' , C , etc. les coefficiens 
de l'équation aux carrés des différences ; il s’agit donc déva- 
luer a! , B’ , O , etc. en A , B , Ç , etc. Un est parvenu 
précédemment aux équations 

(1) S,~ A = o 

( 2 ) S — AS X + 2 B — o ‘ 

(3; S — AS -f -BS — 3 C=io * 1 

. ' » 1 f 

J •* etc. ; • i . 

qui donnent les sommes dés puissances dés fdeines au 
moyen des coefficiens , çt réciproquement. : en sorte que la 
question se réduit à évaluer en A , B , C , etc. les sommes 
des puissances, des racines de l’équation aux carrés des diHc- 
rences ; car alors remplaçant dans ces formules S, , S t -, S t 
etc. par ces expressions , les valeurs dé A , B , C etc. qu’on 
en déduira , seront celles des coefficiens A ' , *B' , O etc. 
Considérons cette suite de binômes - . 

( x — a y A > 4 - (* — c)'+ *d) x q-etç.. 

lesquels développés suivant les puissances de ^ x donnent- « 
nu r* — s ( a f A.-f- c q -' ci q-'eto) x ‘ ~ 1 

- s ' r C a% + -f- etc.) x*~ * x 

— s. ( a 3 4 . q. c» -f etc. ) x! ~ 3 -f etc* 

- mx* — s S 7 x* ~ 1 q. j . ‘JZl S\x‘ ~ * 

T* a 

* * ; — 1 J — - 2 ‘ J ' * * - - 

£ vif î ~h çie. . . . . - 

Tome II. 'X 
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5.8 Notes 

S k ,S t , Sj ,ect. ayant les memes acceptions que ci-des9us. Si 
dans cette identité on fait successivement x-=.a ,x = A , 
x—c,ctc. , et qu’on ajoute tous les r^ultats , le premier 
membre représentera la somme des f issances du degré 
j des différences entre les racines dç la proposée, en sorte 
que 

(« — £)' + (« — c)' + etc- + (* — — c)' 4-eto. 

-)- (c — a ) J 4 " ( c — b '/ 4- etc - 4 * etc * 

= m {a’ 4- b’ 4- c* 4- etc.) — sS t (a' - ' 4. b‘~‘ 4-c' - * 4-etc.) 

4- s. IZLÜ s% ( a'”* 4. L'~* etc. ) — etc. 

-mS.-s S, S t _ t 4 -s. S t S„ — etc — S, S. 


Dans l’hypothèse de s nombre impair , le premier mem- 
bre se réduira à zéro par la destruction mutuelle de tou* 
les termes , puisque , dans ce cas , les puissances conser- 
vent les signes des racines qui sont’ égales deux à deux , et 
de signes contraires ; le second membre devient nul de 
lui-meme , en observant que le dernier terme St S Q , ou 
— m St détruit le premier, que l’avant-dernier détruit le 
second , et ainsi de suite ; en sorte que cette analyse ne 
fournit aucune conclusion dans ce cas. Mais lorsque s est 
uq nombre pair = 2// , l’identité précédente donne, en 
désignant son premier^ membre par 2 , 


2 <r •= mS 
t * 2 A* 


2 «y 5 1 

~ * 2 n — ». 


1 


4.2/*. 


SS — 2/*. 

» a 2 /» — a 




S S 
S 2/t—S 


4 - etc. 


Comme les termes du second membre sont les mêmes à 
égales distances du terme du milieu qui contient S S , 

O * p. f* 

en réunissant les termes égaux et divisant par 2, on aura 
cette formule générale 


c 

* 


= mS — 2ju.î 5 

2 /* 1 %!*— 1 


+ * 2 ==-’ * — *• ^T 1 • 


)* 


Pour avoir le coefficient P de ce terme du milieu , on 
asra dans la formule ( page 235) 


J 
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m. 

qui donne 


d’Àlgbbrk. 819 

m — t m — a m — 3 m — (n — 1 ) 

* i 4 » 



f* 


c = mS — 2uS S 

/JL 1/J. I — I 


3 *>«—5 


+ • • ■ • i 


*/u — 1 2/i—a 9ft—5 


... £±* * 

a * 3 ’ 4 p a, 

le signe -f- correspondant à y. nombre pair, et le signe —s 

à (A nombre impair. Faisant dans cette formule /* = 1 , 

2 , n = 3 , etc. , on aura en sommes des puissance» 

des racines de la proposée , et conséquemment en coeffi» 

ciens A , B , C , etc. , les sommes des puissances des ra*f 

cines de l'équation aux carrés des différences 

4- (a — />)* -f- (a — c)* 4 -etc. + (6 — O* + etc. = <r, 

4. (a— -6) 44. (a — c ) 4 4-ete. 4 — O 4 4 etc. = 

4 (a — ^) 6 4 ( a — C Y +etc. 4 (^ — c )* 4 *e tc * =E: »"j 

Remplaçant dans les formules (1) , (2) , ( 3 ) , etc. trou- 
vées ( pag. 90 ) S, , , S } , etc. par <r, , <r % , <r, , etc. qu’on 

sait évaluer , et changeant A , B , C , etc., en m.', B\ C'ete. t 
on aura ces formules 
A' = r, 

A’r, - ^ 


B’ — 


C’ = 
D> = 


3 


_ C* r f -BV. + A'r, -< 
4 

etc. etc. 


JLes relations précédentes sont en nombre — - > parce que 

l’équation aux carrés des} différences est du degré — ” . 

pour en . déduire les coefKciens A' , B’ , C 1 etc. , il faut 
connoître les sommes <r t , , ce qui exige ju’oû 
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commisse aussi S % , 5 ^ ..... . ? , ou qu'on ait traité,m.wi — t 

équations entre ces dernieres sommes et les coefficiens de 
la proposée ; cela fait , on aura m ‘ m f~ - quantités <r ^ e ^ 

■ ' à évaluer , et enfin m ' m ~~ coeüiciens A’ , B' , etc. à cal- 
culer , ce qui donne en tout m (m — i ) -f-2 m ou 

zm (m — i ) formules à traiter. 

Soit , par exemple , 

* x 1 — 2x — 5 = 0 

l’équation aux carrés des différences sera du même degré ci 
de la forme. . 

y, _ a'j‘ -f- B'y — C' — o 
On a pour la proposée 

Ar=-Q , B — ~r 2, C = 5 

d’où 

S t —o., Si ’ == ‘ 4 > S } = 15,5"* = S , S f = 5 o , S t = qt 
donc • 

«-,== 12, <Ti =72, a-) —— 1497 

et de là 

- • A' — 12, Æ'r =36 , C' =— 64.5 

en sorte que l'équation cherchée sera 

y i _ I2J/ -1 -f 36 j -f- 6 q 3 =0 

Toute fonction algébrique , rationnelle et invaria- 
ble des racines d’une équation peut toujours 
être exprimée d'une manière rationnelle au 
moyen des coefficiens de cette équation. 

Soient a. , C , y , <f etc. les racines d’une équation , et 
supposons que les termes de la fonction proposée soient 
de la forme et" y*. Si l’on représente par T. a? la somme 
des puissances du degré n des racines , et par T. a F celle 
des puissances du degré p , ou , en d’autres termes , si on 
pose 

«" -f- 6" y n -f- <f n + etc. = T. «" 
m,” + C p + f + etc. = T. «' 

* 
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et qu’on multiplie T. et" par T. a f , le produit contiendra 
deux espèces de termes , les uns de la forme et" C p -que 
nous désignerons par ï". et" C p , les autres tels que et" 4 * 
que nous désignerons par T. et" 4- '} on aura donc 

T. et" X T. et' = T. et" C p + T.,et n -*- p 

d'où on déduit 

r. et" C p = r. et " X T. et' — T. a.” +p (l) 

Ainsi la somme des termes de la forme et" C p sera donnés 
au moyen de celle des puissances n , p et n -f- p des ra- 
cines de la proposée, et conséquemment elle pourra se tra* 
duire en coeihciens de la proposée. Si on multiplie les ' 
deux membres de la dernière équation ci-fdessus par la 
somme des puissances q des racines ou par T. et* , on aura 

T. et* X T. et" C p —T. et” X T. et' X r. St* — T. et* X T, 

Effectuant la multiplication indiquée dans le premier mem- 
bre , on trouvera dans le produit trois classes distinctes 
de termes : l’une comprendra les termes de la forme ct"' 4 '*£ ; '{ 
la Seconde , ceux-ci et' - *"* £*, et la troisième , toits les termes 
que et” C p y 9 : si donc on désigne ra collection des pre- 
i4Eps par T. et" 4 "* C p , celle des seconds par T. et' 4 "* t" et 
enfin la totalité des autres par T. aP G p y 9 , on aura 

T. et» C p y 9 T. et" 4 '* £' + T. et' 4 "* C” 

= T. et" X T. dP X T. et* — T. et* J X T. et" 4 "* 

d’où on déduit 

T. et” C p y 9 — T. et" X T. atP X T. et* — . T. et" 4 "* C p 
— T • ee' 4 '* €- — T. a* X T. a" 4 "' 

Or T. et” 4 "* CP et T. a'’ 4 "* C" étant des fonctions forméei 
du produit de deux lettres , on peat les faire dépendre 
de sommes des puissances des racines en changeant dans 
la formule (i) d abord n en n -J- q , ce tfui donne 

T. et" 4 -* C p = T. aP X T. et" 4 -* — T. * n + p +' 

puis n en p -f- q et p et n , ce qui donne 

T. et' 4 "* £» —T.t t" X T. et' 4 "* — T. et” 4 "' 4 -» 

et substituant dans" l’çxprcssion. de T. et* S' y* , on aura 
cette égalité 

*3 
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T. a." er y* =s T. *” x. T *P X T. «* — T. t* X T. *• + * 

_ j\ a» x T" «P-H— r. eti X 2*. *"+> -f z T.tt M +P+i (a) 

dans le second membre de laquelle H n’entre plus que des 
sommes des puissances des racines , traductibles en coeffi- 
ciens de l’équation donnée. En continuant à opérer de cette 
manière , on parviendrait à faire dépendre de sommes des 

S uissances des racines une fonction symétrique composée 
‘une suite de termes tels que a" C» yt S r 
Proposons-nous, comme application de ce que nous venons 
de dire , d évaluer les coefficiens d’une équation qui aurait 
pour racines toutes les sommes qn’on peut former avec les 
racines d’une équation donnée , prises deux à deux. 

Soit, pour plus de simplicité, une équation du troisième 
degré 

a: J -f i > * , + Ç* + 5 = o 

dont les racines soient et , C , y , en sorte que celles de l’équa- 
tion cherchée seront et-{-C , et y ,C-\- y: ai x esl l’inconnu® 
de la nouvelle équation, on aura 

[*—(* + £)] [*-(« + >)] [*-(É + >)] = o 

Comme les racines et, C , y entrent de la même manièroft 
le même nombre de fois dans les facteurs , les coefficQs 
du .produit développé resteront les mêmes en faisant entre 
ces racines tous les échanges possibles ; ces coefficiens seront 
donc des fonctions invariables des racines et , C , y et pourront 
conséquemment être déterminés au moyen des coefficiens 
P, Ç et R de la proposée. Effectuant les produits indiquées, 
on trouvera 

— a ^* + («t 1 + C* + 3 3 3 Cy)s 

— ( a'C 4- *C* +ct'y 4- «y» 4- C'y + Cy')=zo 
Or on a 

•t 4“ ^ + y — — P 

et' +C' +y' + 3*C + 3ety + 3Cy=zP' + Ç 
et faisant n = 2 et p = i dans la formule (i) , on trouve 
C+etC'+et'y+a.y '+C'y+Cy'=T. «*C=2\ et.' X T. et— T.** 
Mais on a ( page 315 ) 

T. et' ou S % — P' — ■ 2 Ç 

T. et * OU S, =* — F* -f 3 P ç — 3 il 
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donc l'équation cherchée devient 

«* +2Pz* + (P'-|-ç)i4.pç-,3Ji = ( , 

On voit, par cet exemple , que pour trouver Ve’quatian ctoïk 
dépend une jonction assignée des racines d'une équation pro- 
posée , il faut faire dans cette fonction toutes les permuta- 
tions possibles entre les racines a, C , y etc. et désignant par 
“■ > Cf t y 1 etc. les combinaisons qui en résultent , on égalera, 
à zéro le produit des facteurs ( z — a’) , (s — C'), (z — y’) , 
etc. alors les coefficient des puissances de z dans f équation ét 
laquelle on parviendra , étant des fonctions symétriques des 
quantités a! , Cf , y' etc, qui elles-mêmes sont , d'après leur 
formation , des fonctions symétriques des racines a, C, y etc. de 
la proposée , pourront être traduits sous une forme rationnelle , 
au moyen des coefficiens de T équation donnée. 

-Les considérations précédentes fournissent un nouveau 
moyen d*obfenir l'équation aux carrés des différences des 
racines dune équation donnée î elles serviront aussi dans 
la résolution générale des équations , comme on le verra par- 
la suite. 

Du degré de V équation finale résultante dé Vclt- 
mination d’une inconnue entre deux équations 
et deux inconnues . 

L équation finale résultante de l'élimination d’une inconnue 
entre deux équations à deux inconnues peut encore se déduire 
de la propriété des fonctions invariables des racines. 

Soient 

x m Px m ~' Çx m — 4. T x -|- V — o (My 

4. p'x n ~“ -I- ÇV"“* -J- = o (iV) 

les deux équations proposées dans lesquelles les cocfficien® 
P, Ç .... T, V,P’ , Q' .... V et V 1 sont des fonctions dey seu- 
lement. Concevons qu’on ait résolu l’équation (M) par rapport 
à- x et qu’on ait trouvé les racines x = « , x =5 Q , x zzzy etc. 
to,C ,y, 6 tc. étant des fonctions de l’autre inconnue^, ü est 
clair qu’en faisant x = a dans (il/), cette équation sera satis- 
faite, quelque valeur qu’on suppose à.y; mais les mêmes racine® 
doivent convenir en même tems à l’équation (N) , condition, 
qui limite le nombxe des valeurs y, on doit donc avoir 

v -t- P 1 ce*— -j- ç ' r a -t f' = o co 

x 4 
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équation qui ne renferme plus que y et dont les racines com- 
binées avec x — a. satisferont à la fois aux équations (M) et 
(N) ; donc l’équation finale en y doit avoir parmi ses racines 
toutes celles de l’équation (i). On prouverait de la même 
manière que les racines des équations 

6 " + p'& nr -' + ç’C n -’ + + V'z=o ( 2 ) 

y* 4 iV-'4-ÇV~‘+ + T .y + (3) 

combinés avec les valeurs r = 6, x ~y,e te. doivent satis- 
faire aux équations (M)et(f'f)etquc les valeurs dej-, déduites 
de (2) et (3) sont des racines de l'équation finale : on obtien- 
drait donc celle-ci , si les fonctions et,S , y etc. de y étaient 
connues, en multipliant entre elles les équations (i),(2), 
(3) etc. et égalant le produit à zéro ; mais , dans ce produit , 
toutes les racines a, £, y etc. seront combinées de la même 
manière, elles pourront donc être évaluées en coetliciens 
P,Ç, ... • T, V de 1 équation proposée, d’après l’analyse 
exposée précédemment, et le résultat sera l'équation finale y. 
Examinons maintenant à quel degré , au plus , peut s’élever 
cette équation : dans le produit des équations (1) , (2), (3) etc. 
le résultat de la multiplication des termes de la première ligne 
verticale sera 

( a. £ y etc. )» t=r V” 

mais le plus hant exposant dc.y dans V ne peut surpasser m , 
en sorte que V n 11e peut renfermer .y avec un exposant plus 
éfévé que m n-, passons au produit des seconds termes 

P' m (ct&y etc. ) n ~" = P"* V , ‘~ 1 

3» étant de la forme a 4 by, P ,m contient au plus , d’une 
autre part ‘ ne peut être que de la dimension m n — m 
en y , en sorte que renfermera , au plu», y ”**. On 

prouverait de la même manière que dans le produit des 
troisièmes termes, ou dans 

Q' m (.* 6 y etc- = Ç ,m 

l’inconnue y ne 1 peut être affectée d’un exposant plus élevé que 
M ri et ainsi des produits des antres térmes verticalement 
placés. Resté donc maintenant à démontrer qu’en prenant un 
terme quelconque dans chacune desequations (1), (2), (3) etc. 
le produit ne peut contenir y avec un exposant plus élevé 
que rn n. Soient r fexposanü de a dans le terme arbitraire 
pris dans l'équation ( 1 ) et k le coefficient , r 1 l exposant de C 
dans un des termes de (2) et k' le coefficient, 4 celui de y 
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dans un terme quclconqup de ( 3 ) et k" son coefficient et ainsi 
desuite, cnsortcqu'onaitie produit* et r X k[ C rf X À (/ ^'W-f-ete. • 
On observera dabord que chacune des sommes faites de 
/■et de l’exposant de y dans A:, de r' et de l’exposant de y 
dans k' , de r" et de l’exposant de y dans k" , et ainsi de 
suite , ne peut excéder « , d’où il est aisé de conclure , en 
observant d’ailleurs que les équations (i) , (2) , ( 3 ) , etc. 
sont en nombre m , que l’exposant de y dans le produit des 
coefficiens k , k % , k" etc. plus le nombre r -f- t* -f- r" -f- etc. 
forment une somme qui ne peut surpasser m n. La proposi- 
tion sera donc établie si on deifcôntrcque la somme des termes 
de la forme « r y T " etc. , (jui , dans le produit des équa- 
tions (1), (2), (3) , etc. ont le meme coefficient k. k.' k. n e te. , ne 
contient^ qu'à la dimension r r 1 r" etc. En faisant usage 
du théorème sur les fonctions invariables , démontré dans \ti 
titre précédent, la question, se réduira, en dernière analyse , 
à prouver que T. a. r '+ r ' + r " etc qui entre dans Fox pression 
de T. ct r C r ' y'" etc. est de dimension r -f- r 1 -(- r u -f- etc. cn.y, 
ce dont on se convaincra en observant que.!» somme dès puis- 
sances r -f- r 1 -f- r" -}- etc. des racines d’une équation est 
donnée au moyen de r -{- 1* -f- 1® -f- etc. Coetficïens de cefté 
équation , et qu’ainsi cette somme comprendra un coefficient 
dans lequel Fineonrtu'e y sera, au plus, élevée à la puissance 
r + r ' + r " + etc. 

Une équation algébrique de degré quelconque ne 
peut avoir que des racines réelles ou des ra- 
cines ► imaginaires de la forme ' s 

a b V* — X 
a et b étant des’ quantités réelles. 

On sait que roule équation de degré nripafr est divisible par 
un facteur réel du premier degré. Il 1 suffit dbttc dé prouve# 
que toute équation de degré pair est décoinpdsable en fac- 
teurs du second- degré de la forme 

x* -f- m se -f- n 

m et n étant des quantités réelles. 

Nous ferons précéder la démonstration' de cette «proposi- 
tion de quelques théorèmes préliminaires. 

Si une équation algébrique a pour racine une quantité de 

Informe a -}- b — 1 , elle en aura nécessairement une autre 
de la forme a — i ^ — r. . 
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Soit l'équation 9 

a" — -f- . . . ,-f Ta?— F=o(.1f) 

« 4 ^ » — i étant, par hypothèse , line dçs racines de 
cette équation , le premier membre s’évanouira en écrivant 

a 4 - b Ÿ — i pour x dans ( M ) » on aura donc 
ia +i}T=7y -A(a+b\T — I 

4 - B(a + * \T — i )■"-* — etc. . — V=zo ..(N) 

En effectuant les développemens , le résultat sera composé 
de deux espèces de termes , les uns réels donnés par le 
premier terme de chaque binôme, et par les puissances paires 

de -f- à Ÿ — i ; les autres imaginaires , provenant des 
puissances impaires de + b Ÿ — i :en sorte q ue le premier 

membre de ( N ) sera de la forme P 4 Q ^ — i , en re- 
présentant par P la somme des termes réels , et par Ç la 
somme des coefficiens aussi réels de ^ — i. On aura donc 

P Q y' — i=o d'où P = o , Q = o 

Tout se réduit donc à prouver quon aura aussi 

{a — b — A{a — b y'—i )■»*• 

4 B (a— b\/~— i )»-• — etc...=o...(.P) 

Or ce résultat sera, comme le précédent, composé de termes 
réels et de termes imaginaires; les puissa nces p aires de — b ^ x 

étant les mêmes que celles de 4 b ^ — i et les premiers 
termes des binômes étant aussi les mêmes dans (iV) et (P) , 
on aura de part et d’autre P pour la s omme des termes 

réels. Les puissances impaires de — b Ÿ — i ne différant 
que par le signe de celles d c+i ^ — x , la somme des 

termes imaginaires sera donc — Q Ÿ — x, en sorte que le 
résultat de la seconde substitution sera 

j p— ç y' — i 

Mais on a trouvé 

P =o , ç = o ; donc P — Q ^ — x = a 
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donc la quantité a — b V — \ substituée au lieu de* dan* 
la proposée , réduit aussi le premier membre à zéro. 

Lemme. Toute Jonction algébrique de a + b Ÿ — 1 peut 

être ramenée à la forme Pi. Q Ÿ — X » P et Q étant des 
quantités réelles. 

i°. On a 

a±b [/~~i 4 a' ± b' V — 1 4 etc. = 04-0'+ etc. 

± (a 4^4 etc.) 

I ' 1 ’ 1 . r 

eu ~ . 

P = a -f a’ -f- «te. Ç=di 4 b ' 4 " etc. 

a # ... {aib \/~ — I ) ( a 1 i b'ÿ~— T)= {aa' — bb’) 

1 (a 1 b ai ')^ r ' — I 

ou . 

P rr a a' — b b 1 ; Q — a 1 b 4 a b 1 

3 ° *-±b V~x _ (a ±. b l/^T) ( al+. V V- i ) 

~~ ( a'± VV~) (+' 5 \bt V— 

_ ( aa ' + tl/)±( a ' 6 -ab') V— 1 )' 
y 4 y* 
ou 

„ _ aa' + M' . __ q'b — aV 

F — y» 4. y» J V — • .»» + y* 

I.es calculs faits pour démontrer le pre mier th éorème de 
ce titre , prouvent que la fonction ( a i b V' — 1 J* est de la 
forme P± Q Ÿ — 1. On peut encore démontrer cette pro- 
position par les simples opérations de l’algèbre élémentaire , 
lorsque ai b 1 est affecté d’un radical pair delà forme 

Z m . Considérons donc la fonction ai b 1 , et poson* 

4 b ]/ — 14^ « — b V — 1 = «• . • .(0 

élevant au carré, il vient \ • 

2 a 4 2 a x 4 b x — u* 
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cjuanlit^ nécessairement positive , donc u sera une Quantité 
reelle : élevant ensuite au carré la différence 

V~a -f b y/— i — V~ a — b y~i ~ t ( 2 ) 

ce qui donne 

-j -o' =r 

t sera _ une quantité essentiellement négative : donc on 
pourra poser ° 

=— v % ; d’où/=, + y\/~~i 

l’étant une quantité réelle : ajoutant les résultats fi) et (1) » 
il viendra • v ' * 

2 a -j- b y t esb + v y — I 
et retranchant (2) de (x) , on aura 

2 V~ a — 1 b y — y. i 

d’où on-eontlyt ■ 

± b y— 1 = i ( u ± V y— i 1 ) ~P±Ç y^~i 
Considérons encore la quantité 

A 4 

V a + 6 y—1 + V a — b y^T=:z....( 3 ) 
en aura par l’élévation au carré , 

a b y — 1 -f- 2 y à 1 -f- b x 

» 

*f V~ a — b y — 1 =: « -j- 2 ya % -f- b* se: £* 

Quantité essentiellement positive , donc z sera une quantité 
réelle. Si on élève au carré les deux membres de • 

+ 4 , 

yfa+b y~x —\f a — b y~i — . . .( 4 ) 

on aura . . 
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\/~ a -f- b 1/ — I — 2 V~ a ‘ ' + é* 

, - ' ^ 

+ V a — b */— i = w — 3 l/" a‘-fà l =:** 

quantité essentiellement négative, car on a fait 

« =5 Y~ a -f- b y 1 — I -f- a — b y — I, 
en sorte que •.•••■ - 

a* = za -f 2 V o* + 6 1 < 4 Ÿ HT+P 

4 

donc «<î(/ a* -f 

Soit donc 

v 1 = — X 1 , d’où P == ± X\T^l 

X étant une quantité réelle : combinant les équations (3) 
et (4) par addition et par soustraction , il viendra 

♦ • • r\i_ 

V r a±b y— i = ;(*± xy— î) = p±ç y—i, 

où P et Ç sont des quantités réelles. 

Nous passerons maintenant, h la démonstration du théo- 
rème annoncé. Soit, à cet eilèt, l’équation 

x m Ax”-* -f B* 1 »- -f . . ; • -f Tx+ V~o ' 

m étant de la forme 2 , f* étant un nombre impair, et con- 

séquemment m un nombre pair uilie fois seulement divisible 
par 2 . Quoique les racines de cette équation ne soient pas 
connues , on pourra néanmoins exprimer au moyen des 
coelhciens A , B... .T et V ceux d’une autre équation qui au- 
rait pour racines toutes les sommes dittérentos des racines a , 
b , c etc, prises deux à deux. Une équation ainsi formée sera 

du degré m. ?~ L, nombre impair , puisque , par hypothèse, 

m est une seule lois divisible par a , donc elle aura au moins 
une racine réelle; mais l’équation dui aurait pour racines tous 
les produits différens des racines uc la proposée, multipliées 

deux à deux, serait aussi du degré donc il existe 

deux racines de la proposée , dont la somme est réelle ,ctdcux 
dont le produit est aussi réel. Mais pour que la proposée soit 
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divisible par un facteur réel tel que 

+ 771 X + n 


il faut de plus que les deux racines qui donnent une somme 
réelle donnent aussi un produit réel. Pour prouver que 
la proposée'aura deux racines qui satisferont àcettccondition, 
considérons l’cquation dont les racines soient une fonction de 
celles de la proposée , telles que a -f- b -f- kab , le coefficient 
* étant quelconque : cette équation sera encore du degré 

m 771 ~ 1 - elle aura donc au moins une racine réelle , et comme 

on peut assigner à k une infinité de valeurs différentes , on 
pourra donc former une infinité de ces équations dont cha- 
cune aura , au moins , une racine réelle ; et si , par exemple , 
la proposée est du sixième degré , on ne pourra nier que 
quinze fois de suite que la racine réelle qu’on trouve ne 
soit la même , à la ditlérence du nombre k , que l’une des ra- 
cines réelles déjà trouvées : conséquemment al existera deux 
racines réelles telles que 

L a -f- b -f- k a b 


o + b + k'ab 

qui se composeront des mêmes lettres , en sorte qu’on aura 
a •\-b-\-kab-=.& 

> a -j- b 4 . k’a b = C 

« et C étant des quantités réelles : on déduit de là 

V*-*C 


j. «-f • 
ab = rT7'’ 


a + b 


A 7 -* 


Donc V équation du dé gré 2 p étant un nombre impair quel* 
tronque , admet unjacteur réel du second degré. 

Si la proposée est du degré 4 p, y étant un nombre im- 
pair quelconque, l’équation d’où dépendra la fonction des 
racines a -f b -f- kab, sera du degré a r, v étant aussi un 
nombre impair ■> cette équation aura, d’après ce qui rient 
d’être démontré , un facteur réel de la forme. 

... ■ u* -f- m u -f- n 

qui par sa résolution donnera l’une des combinaisons 
a - b k a b , a -\-c -\-ka c , etc. 

Donc parim toutes ces combinaisons , il y en aura une de la 
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forme A 4 B \/ — i , et donnant à k une infinité de valeurs 
successives, chacune des équations résultantes admettra un fac- 
teur reel du second degré qui donnera une racine de la même 
lorme : on retrouvera donc nécessairement deux combinai- 
sons entre les mêmes lettres 

a -j- b -f kab ;= A ,-f B 

o + b + k’ab = A'+ £' yZT x 

d’où on déduit 

a 4 .1/ -j- N — x"; ab =A/’ -f- iV' V' 

donc la proposée aura un facteur du second degré de la 
forme 

x x — ( M -f- N V 1 — i 

d’eù 

ï ~ V L— f J -(*'+*V=ô 

réductible à la forme 

x—p + qV j ^7 

mais une racine de cette forme a toujours , d’après ce qui a 
été démontré précédemment, une conjuguée telle que 

x^=.P — Q V —i , , 

et le produit des facteurs correspondans est æ* 4. m «-{-/», m 
et n étant des quantités réelles. Donc une équation du degré 
4 g. , p. étant impair , admet un facteur réel du second degré 
On étendrait facilement celte analyse à une équation d’un 
degré trois , quatre , etc. fois divisible par 2 , et on conclurait 
1°. Qu’une équation de degré pair est décomposable en fac- 
teurs réels du second degré.-. ... ^ • 

2°. Qu’une équation ne peut avoir que des racines réelles ou 
des racines imaginaires de même forme que celles du second 
degré. ~ ‘ - 

On peut conclure de la proposition précédente que toute 
Jonction algébrique de a 4 b ^ — 1 est de même forme : car 
égalant la fonction qu'on corisidà* à une inconnue , et faisant 
disparaître les radicaux qu’ellc^ontient par 1 eléyation aux 
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puissances successives , ou aura pour déterminer l'inconnue 
une équation de degré pair dont les racines imaginaires se- 
ront de la forme P ± Q 

Règle des signes. 


Une équation de degré quelconque ne peut avoir plus de ra- 
cines positives que de variations de sigrïes , ni plus de racines 
négatives que de permanences eu de répétitions suivies du 
même signe. 

La proposition sera prouvée, si l’on fait voir que la mul- 
tiplication du premier membre par un facteur x -a corres- 
pondant à une racine négative, n’introduit pas dans le produit 
•une variation déplus , et que la multiplication par le facteur 
x — a ne donpe pas une permanence de plus , parce que l,e 
produit contenant un terme de plus que le multiplicande , il 
s’y trouvera, dans le premier cas, au moins une permanence 
de plus, et dans le second au moins une variation de plus. 

Soit l’équation proposée 1: J , 

x » -f Ax^-i 4 . Bu m ~‘ -f- -f- Tx V — o 


le produit par x -{- a sera 

k Bx m- 1 _J_ 

" ''' 4- asd n 4- siax m ~* -j- 


. .+ Tx 1 - f Vx 
..-{aSx' + aTx + aV 


o 


Le coefficient de chaque terme du produit est égal à celui du 
terme de même rang dans la proposée , -augmenté du coeffi- 
cient du terme précédent , multiplié par a. D’après cette gé- 
nération, on voit que, pour obteuir les signes au produit, il 
suffit d’écrire la suite des signes du multiplicande, et au- 
dessous la même suite , en ne commençant qu’à la seconde 
place. , . 

Soit donc ‘ , •' 

+++-+--+-+ +++ / 

Va suite des signes du multiplicande j ceux df produit se- 
ront , pour le facteur x a , 

+ + + -+ + -,+ -- + + + ^ 

uc . + + + ~ + jk— + — -f - — + HH- ... 

■ *f" 4" i 1 L i ^ x i- L i..»— » i 4 4" “4" 

‘ où 
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où la lettre i indique l’indétermination du signe du ré- 
sultat , lorsqu’on tait abstraction de toute Valeur numé- 
rique des coefficiens : tant qu’il y aura permanence dans 
le multiplicande , à partir du premier terme , il y aura 
aussi permanence dans le produit ; mais lorsque la perma- 
nence cessera au multiplicande , le signe correspondant du 
produit deviendra indéterminé , et l’indétermination conti- 
nuera jusqu’à ce que la permanence se rétablisse dans le 
multiplicande, auquel cas le signe du produit deviendra dé- 
terminé et ainsi de suite. Le nombre des signes indéterminés 
duproduitsera doncle même que celui des variations de signes 
du multiplicande: il suffit donc de faire voir que les signes 
indéterminés ne peuvent, dans aucun cas, introduire au 
produit plus de variations qu’il ne s’en trouve au multipli- 
cande. Un seul signe indéterminé ne peut être compris qu’entre 
des signes dissemblables -{-et — ou — et -{-: si pour cette in- 
détermination on prend le signe -f- , il y aura . dans le premier 
cas , permanence de -|- à -{- et variation de à ■ — ; si on rem- 

place le signe indéterminé par — , il y aura variation de 
-J- à — et permanence de — a — ; il en sera de meme en 
supposant -f- ou — entre les deux signes — cl -f ; ainsi un 
signe indéterminé compris entre deux signes déterminés ne 
peut donner qu’une variation. Un nombre inipair de signes 
indéterminés consécutifs se trouve compris entre deux signes 
dissemblables, et un nombre pair de ces signes successifs est 
intercepté entre deux signes semblables; dans l'un et l’autre 
cas , le plus grand nombre de variations qu'on pourrait intro- 
duire en supposant des signes au lieu de ces indétermina- 
tions serait, au plus, égal au nombre des variations corres- 

S ondantcs dans le multiplicande. Donc, comme ily r a au pro- 
uit un signe de plus qu’au multiplicande , on doit conclure que 
le facteur x -{- « a introduit , au moins , une' permanence , .et 
qu’ainsi le nombre des racines négatives ne peut être plus 
grand que celui des permanences. 

On prouverait par un raisonnement semblable , qu’en mul- 
tipliant par un facteurs — a , le produit ne peut contenir au 
de-là du nombre des permanences qui se trouvent au multipli- 
cande, et comme il se trouve dans ce produit un signe de 
plus que dans l’équation , il s’y sera donc introduit, au moins, 
une variation de plus. 

Il suit du théorème précédent , que lorsque toutes les ra- 
cines de la proposée sont réelles , le nombre des racines posi- 
tives est précisément le même que celui des variations , et que 
les racines négatives sont en même nombre que les per- 
manences. 

Tome 11. Y 
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Eh effet , soient m le nombre des racines positives , n 
celui des racines négatives , m' le nombre des variations , n ' 
celui des permanences: puisque, par hypothèse , toutes les 
racines sont réelles, on aura 

m' -{- n' — m -j- n 

en observant que le nombre tant des permanences que de* 
variations est égal au degré de l’équation : or on ne peut avoir 
m > m ' , donc le nombre n ne peut être < on sait d’ail- 
leurs que n ne peut être > «' , donc 

n = «t et m — m' 

Lorsqu’il manque un des termes dans la proposée , on peut 
assez souvent reconnaître la présence des racines imagi- 
naires par la règle ci-dessus. En effet si on restitue le terme 
qui manque en lui donnant successivement -j- o et — o pour 
coefficient , le nombre des variations ou des permanences 
qui résulteront de ces substitutions seront dillerens ou les 
mêmes: dans le premier f as , il existera des racines imagi- 
naires; car si on voulait supposer que toutes les racines fussent 
réelles , on serait conduit par la règle de Descartes , à deux 
conclusions contradictoires sur le nombre des racines posn 
tives et négatives. Dans le second cas , toutes les racines 

I )cuvcnt être réelles , mais rien j usqu'ici ne prouve qu’elles 
e soient. . » 

Caractères qui servent à reconnoitre si toutes les 
racines d’une équation sont réelles , ■ et le plus 
grand nombre de racines imaginaires quelle 
puisse avoir. 

Lorsque toutes les racines d’une équation sont réelles, les 
différences enti’e ces racines sont aussi réelles , et leurs 
carres essentiellement positifs ; ainsi, dans ce cas , l’equation 
aux carrés des différences a toutes scs racines réelles et po- 
sitives , et par conséquent ses termes sont alternativement 
positifs et négatifs, fai cette condition n’a pas lieu , il faut 
conclure que la proposée a des racines imaginaires. Récipro- 
quement , si l'équation aux carrés des différences n’a que des 
Variations de signes , la proposée n’aura que des racines 
réelles ; car si ces racines n’otoient pas toutes réelles , il y eu 
iiuroit au .moins deux imaginaires que nous désignerons 

par v. + £ ^ i , a — £ V' —i j le quarre de la différence 


y 
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seroit — 4 C* ; donc l’équation aux carrés des différences au- 
roît au moins une racine réelle et négative , et par conséquent 
au moins une permanence : ce qui est contre la supposition. 

Puisque chaque couple de racines imaginaires de l’équation 
proposée introduit au moins une racine réelle négative dans 
l'équation aux carrés des différences , et qu’une racine 
réelle négative introduit au moins une permanence de signes , 
l’équation proposée ne pourra donc pas avoir un nombre de 
racines imaginaires plus grand que le double des permanences 
de signes dans l’équation aux carrés des différences. Ainsi 
on pourra toujours reconnoître , à l’inspection des signes de 
cette équation , si toutes les racines de l’équation proposée 
sont réelles , et le plus grand nombre des racines imagi- 
naires qu’elle peut admettre. 

Appliquons ces théorèmes à quelques équations > et soit 
d’abord celle du second degré 


«r 1 — A x B — o 

Inéquation aux carrés des différences sera du degré 
= i et conséquemment de la forme 


y — A' = o 

et on aura 

A'—A z ^-4B 

Or pour que les racines de la proposée soient réelles , il 
faut que les signes de l’équation aux Carrés de différences 
soient alternatifs , ou qu’on ait- <r 

A * — 4-B>o; d’où ^ B > o 


Elles seront imaginaires dans le cme de 


A * — 4 B < o ; d’où . B < o 
Pour qu’elles soient égales , il faut qu’on ait 


A ■ -4S-0; d’où ~ B — o 

T 

conclusions qu’on déduit de l’examen des mcines de la 
proposée. 

Soit l’équation générale du troisième degré 
jc* A x* B x C — o 

l'équation aux carrés de* différences sera du degré — 

Y a 
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s= 3 , et nous la représenterons par 

jr* —A’y* O = • 

•u ( pages 533 et 536 ) 

= — 35) 

B’ — (A'-~-3By 

C = 

Or pour que les racines de la proposée soient toutes 
réelles , il faut que l’équation aux carrés des différence* 
ne contienne que des variations de signes , ou qu’on ait 

A' — 3B>o 

3J?) (B* — 3 AC)— (9 C— 

Si l’une de ces conditions manque , la proposée ne pourra 
pas avoir toutes ses racines réelles , elle en aura donc deux 
imaginaires. Lorsque le second terme manque dans la prai- 
posée , les conditions ci-dessus se réduisent à 


4 O’ — 3 B) (B’ — 3ACJ — (çC—ABy 


\ 


B C o 


*1 

a 7 



Elles sont les mômes que celles déduites des formules gé- 
nérales des racines , comme on le verra bientôt. 


Méthode -pour déterminer , dans certains cas , le 
nombre des racines réelles et celui des racines 
imaginaires. 

Soient a , b , c , etc. les racines réelles d’une équation 

algébrique , « + £ ^ — i , y ± «T’ ^ — i etc. les racines ima- 
ginaires ; les carrés des différences seront , 

i*. entre les racines réelles 

( a — b)* , (a — c )*, (a — d)‘ etc. 
(b-c)\ ( b-dy , ( c — dy etc. 

**. entre les racines imaginaires conjuguées 
— 4 C* , — 4 «f 1 , etc. 

g>. entre les racines réelles et les racines imaginaires 
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['*■ — a) 4. C , [(* — a) — e 

[(a — i) -f C KZ 7 ]*, [(* — 6) — C 

rc- - o + c ^£îr» ce* - 0 - c ^i]* 

K* - d) 4 - e ^ 1 \ K* — rf) — c 1^— 1 ] * 

etc. etc. 

4 0 . entre les racines imaginaires non conjuguées 

[(*- y) 4 - - il 1 , [(*-7) ~(C-J)^- 7 ]- 

[(*->)+ (C + J) il* , [(*- y)-(é+ 

etc.. etc. 

Soit m le degré de l’équation proposée , celui de l’équation 
aux carrés des différences des racines , sera - = « 9 

soient^ le nombre des racines réelles, a <7 celui des .ima- 
ginaires , en sorte que 

m =577 + 27 

il est facile de voir que parmi les n racines do l’équation 
aux carrés des différences , il y en aura nécessairement 

j v. ~ ~ - de réelles et positives , <7 de réelles et ^négatives , 

%pq 'd’imaginaires de la troisième espèce distinguée ci- 
dessus , et a <7 ( <7 — 1) d’imaginaires de la quatrième espèce , 

parce que du nombre 3 9 ^ 3 * qui exprime celui des 

différences entre toutes les racines imaginaires , on doit 
retrancher q différences déjà prises : on aura donc , en total , 
2 q (p -4- q — ■ 1 ) racines imaginaires. 

Qu’on effectue partiellement les produits des facteurs cor- 
respondons à chacune des classes de racines ci-dessus , 
le dernier terme de l’équation aux carrés des différences 
des racines sera le produit de tous les derniers termes 
des produits ainsi formés, et il est* clair 

i\ Que le produit des facteurs dus aux ZJ.L — L racines 

réelles et positives aura son dernier terme positif ou né- 
gatif , suivant que le nombre de ces racines sera paix 
uu impair. 

2°. Que celui des facteurs résultans des racines de la se- 
conde classe aura toujours son dernier terme positif , quel 
que soit le nombre de ces racines. 

Y 3 
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fion des signes de léqualion aux carrés des différences , si 
Joutes les racines sont réelles; si elles ne le sont pas T l’é- 
quation doit donc avoir deux ou quatre racines imaginaires , 
ensorte que le nombre des racines réelles est 2 k — a ou 
2 k — 4; ces nombres sont pairs , et ils différent de deux uni- 
tés : donc l’un des deux sera compris dans la formule 4* , et 
l’autre dans celle-ci 4 a -f- 2 ; mais le nombre des racines 
réelles est de l’une de ces formes 4 A ou 4 a -+- 2, suivant 
que le dernier terme de l’équation aux carrés des différences 
est positif ou négatif; on saura donc lequel de ces deux nom- 
bres représente celui des racines réelles. 

Si l’équation proposée est degré impair = 2 k -J- 1 , on- rc- 
eonnoîtra de même si toutes les racines sont réelles , en exa- 
minant si les signes de l’équation aux carrés des-difiërences 
sont alternativement ^positifs et négatif: si cette condition 
n'est pas satisfaite ; la proposée aura , d’après ce qu’on sait , 
à priori , deux ou quatre racines imaginaires ; donc le nom- 
bre des racines réelles sera ou 2 k — 1 ou 2 k — 3 1 l’un de 
ces nombres sera de .la forme 4 A +, I , et l’autre de la forme 
^A-f- 3 : le signe du dernier terme de l’équation aux carrés 
des différences fera connoître alors celle de ces deux formule» 
dans laquelle le nombre des racines réelles de la proposée 
se trouve compris. 

Ainsi , à la seule inspection des signes de l’équation aux 
carrés des différences , on pourra juger i°. si toutes les ra- 
cines de lcquation proposée sont réelles ou non ; 2*. si le nom- 
bre des racines réelles est un de ceux-ci , 1 , 4 , 5 , 8 , 9 , 12 , 
i 3 , etc. compris dans les formules 4A et 4 A-f- 1, ou s’il est 
de la suite 2 , 3 , 6,7 , 10 , 11 , etc. donnéepar 4 A -f- 2 et 
4 A -f- 3 , ce qui suffira pour déterminer le nombre des ra- 
cines réelles et celui des racines imaginaires dans les équa- 
tions qui ne passent pas le cinquième degré , et dans toutes 
celles à l’égard desquelles on saura , à priori, que le nom- 
bre des racines imaginaires ne peut excéder quatre. 

Recherche des racines imaginaires des équations. 

On a prouvé plus haut que ces racines sont toujours 
tic la forme Ÿ — tï > A e t g étant des quantités réelles, 

et on a démontré ensuite que la substitution de et -f- C ^ — 1 

pour x , donnoit un résultat de la forme P - f- Ç V — 1 , 
P et Q étant des quantités réelles , résultat qui ne pouvoit 
être égal à zéro , à moins qu’on ne posât séparément 



34o Notes 

P — o , ç — o 

mais 

p = a* 4- P' et"-* 4- P" **-* 4. etc. = o (i) 

ç— m ct”-‘ 4- Ç' et"-» 4 Ç" et" - * 4. etc. = O ( 2 ) 

P’ , P u , etc. Q' , O u , etc. étant des fonctions connues de C 
et des coeiiiciens de la proposée : la question se réduit donc 
à trouver tous les systèmes de valeurs réelles de et et £ qui 
satisfont aux deux équations (1) et (2). On y parviendrait 
en éliminant et suivant la méthode connue , et cherchant 
les racines réelles de l’équation en C et les valeurs corres-i 
pondantes de a. 

Mais on sait que chaque couple de rapines imaginaires 

çonjugées «t 4 G V~ — 1 » * — G V ~ *— 1 > donne nécessai- 
rement dans 1 équation aux carrés des dillcrences une racine 
réelle négative — 4 C’, d’où il suit qu'en changeant dans 
celle-ci les signes des puissances impaires del’iaconnue, puis 
cherchant les racines réelles et positives y , y u ,y u ' t on aura 

y =5 4 C* ; y u = 4 /* J etc. 

d’où 



Les valeurs de C ainsi connues , on opérera sur les équa-r 
tiens (1) et (2) comme pour obtenir l’équation finale en G; 
mais avant on parviendra à un reste du premier degré de 
la forme A a. ht , A et B étant des fonctions de C : ce reste 
étant égalé à zéro , fournira une équation 

\ A & c 4 ^ — — o 

qui donnera une valeur correspondante de a 

Lorsque les parties réelles et , y , etc. des racines imagi- 
naires seront inégales entre elles et dilléreront aussi des ra- 
cines réelles a , b , c , etc. il est évident que l’équation aux 
carrés des différences n’aura d’autres racines négatives que 
celles-ci — 4 G*, — 4 J*, — etc; de sorte que le nombre de ces 
racines sera précisément le même que celui des couples de 
racines imaginaires de la proposée , et , dans ce cas , les 
équations (1) et (2) ne pourront avoir qu’une seule valeur 
de et, correspondante à chacune des valeurs de G , et par con- 
séquent le plus grand commun diviseur ne pourra être que 
$u premier degre. 

A$ais s’il arrive cjue , parmi les quantités et , y , etç. il s’en 
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trouve d’égales entr’elles , et aux racines réelles a , h, c , etc. 
alors l’équation aux carrés des différences aura nécessaire- 
ment plus de racines négatives que la proposée n’aura de 
couples de racines imaginaires. En effet , soit a = «., les 

deux racines imaginaires [ (et — a ) -f. G Ÿ — x ]* 

[(<* — a) — G — i ]* , deviendront — G* , — G* , et pat 
conséquent réelles négatives : de sorte que si la proposé e ne 
contient que les deux imaginaires et-f-Cr — i , «i — C Ÿ — x , 
l’équation aux quarrés des diflérenccs contiendra , dans le 
cas défera, outre la racine réelle négative — 4 G* , ces 
deux autres — C‘ , — G* , égales entre elles ; d’où Ion voit 
que lorsque lcquation aux carrés des différences a trois ra- 
cines réelles négatives , dont deux sont égales entre elles , 
alors la proposée peut avoir ou deux racines imaginaires , ou 
; savoir , ~ 

(«*±0 K~); (y±L 

Si la proposée contient quatre racines imaginaires 

(<t + Cj/ 1 ); (y ± — 1) 

alors l’équation aux carrés des différences contiendra les 
deux racines réelles négatives — 4 G* , — 4 <f* ; mais si a —et , 
elle aura encore les deux suivantes — G 1 , — G* ; si de 
plus b = y , elle en aura deux autres — <T* , — i x ; enfin 
pi ou avoit a. = y , alors les quatre racines imaginaires 

[ ( * - y ) +(£-<0 ]* ; CC* -y 

[(*-y) + (C-K)^ - 1 ] x i [ (*— y)-(£-hO ^~i}' 

deviendroient 

— (C — — /)* , — (C+<T) , ,~ CiS + J')* 
p'est-à-dire réelles négatives et égales deux à deux. 

D’où il est aisé de conclure 

x*. Que lorsque toutes les racines réelles négatives de l’é- 
quation aux carrés des différences sont inégales entre elles, 
t alors la proposée a nécessairement autantile couples de ra- 
cines imaginaires qu'il y a de ces racines. 

a*. Que si , parmi les racines réelles négatives de l'é- 
quation aux carrés des différences , il s’en trouve d’égales 
entr elles , alors chaque raciue inégale , s’il y en a , don- 
nera toujours, comme on vient de le voir, deux racines 
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imaginaires conjuguées ; mais chaqné couple de racines 
négatives égales , telles que — 4 G a , — 4 Ç‘ qu i ré sultent 

^ ~ & > ind iquent quatre racines imaginaires u+ C ^ 1 , 

y ±C y' — 1 1 tandis que celles-ci — G‘ , — G’ , (G~— J'y 

T* ( G — S'y etc. qui viennent , par exemple , de a — * et 
tlert^ynen donnent aucune. Trois racines négatives égales 
fourniront six racines imaginaires ,<t± G VlIT, y±£ 

si c n e5 sont données par ou deux 

seulement lorsque , par exemple .«syetJsjC auque* 
cas on a encore trois racines égales chacune à— 4 C\ Quatre 
racines négatives égalés donneront huit ou quatre racines 
imaginaires, ou elles n’en donneront aucune si nar cxem 

Pk les «officions C, t «c. de c,a„, éLx on , 

racmM î* ~ *> b *>y > efa,,t ,es ferm es réefs dans les 

racines imaginaires. Or, soient- y, _y deux racines égales 

“SdaeiT aU11 “"** deS dliiére “' s ‘ »» f«» 

c- VT 

a 

mais ü ne faudra plus substituer cette valeur dans l’équation 

^ ji et 1 3 zzz O 

parce que (page 38 ) on en déduirait «e= £, ce qui ne ferait 
rien connoitre ; on fera doncles substitutions dans le reste pré- 
cèdent qui sera du second degré en et ; ce reste étant égalé 
a zéro, donnera ou deux racines réelles , ou deux racines 
imaginaires. Dans le premier cas, nommant *' et a" ces 
eux racines , on aura les quatre racines imaginaires. 

*' ± c iv~ ( j + cVZTt 

Dans le second cas, les valeurs de et étant imaginaires , contre 
* n.ypothcse , on en conclura que les deux racines — v' — r r 
ç"î?? ron *. pas de racine s imaginaires dans la propo- 
• 1 équation aux carrés des différences comportait trois 
racines négatives égales -y , -y', _y , à ] a Valeur 

c— V? 

2 

correspondrolent trois valeurs de a ; d’où il suit que si 
en substituât la valeur de G dans le reste du premier ou dit 


Digitized by Google 



d’Ax.gxb&e. 543 

second degré , on auroit deux équations qui se rëduiroient 
à zéro , indépendamment de a ; on fera donc la subs- 
titution dans le reste du troisième degré en «c ; ce reste 
égalé à zéro donnera pour <* ou trois valeurs réelles , ou 
une réelle et deux imaginaires : dans le premier cas , on 
aura six racines imaginaires , deux seulement dans le se- 
cond , les valeurs imaginaires de <* devant toujours être re- 
jetées comme contraires à l’hypothèse. 

Résolution générale des équations. 

Le but de la résolution générale des équations est de trouver 
pour toutes les équations d’un même degré les fonctions des 
coefliciens de ces équations propres à en représenter toutes les 
racines. Ce problème a été résolu par les premiers algébristes 
sur les équations des premier , second , troisième et qua- 
trième degrés; ils parvinrent à transformer l’équation à ré- 
soudre en une autre susceptible d’être résolue à la manière 
d’une équation d’un degré moindre . et à déterminer , au 
moyen acs racines de cette nouvelle équation qu’on a nom- 
mée réduite , toutes celles de la proposée. La résolution gé- 
nérale des équations se réduit donc a la recherche d’une fonc- 
tion des racines , qui dépende d’une équation d’un degré 
moindre , et dont les racines donnent facilement celles de la 
proposée. 

Soit d'abord l'équation du second degré 
a:* -f • p x q sz. o 

et nommons a et b ses deux racines ; on a d’abord 
a -f- b = — p . . . . (x) 

' Il ne s'agit donc plus que d’avoir la valeur d’une autre fonc- 
tion des racines , qui , combinée avec la précédente , déter- 
mine chacune d’elles au moyen d’équations du premier degré 
seulement : cette fonction sera donc de la forme 

Aa + Bb 

A et B étant des coefficïens indépendans des racines a et b. 
La fonction A a -f- B b est susceptible de deux combinaisons 
dont la seconde s’obtient en changeant dans la première a en 
b , et réciproquement ; elle dépend donc d’une équation du 
second degré , excepté le cas où 

A— B 

mais alors on retombe sur la somme des racines , qui est déjà 
connue. Puisqu’on est conduit par la détermination de la fonc- 
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tion A a B b à une équation du secoud degré , il faut qti* 

cette équation puisse se résoudre par une simple extraction 
de la racine carrée ; mais alors les deux racines deviennent 
égales et de signes contraires : il faut donc déterminer les, 
coeiliciens A et B de manière que la fonction A a-f- B b reste 
la même , au signe près , en y échangeant o en b , et réci- 
proquement , condition qui donne 

Aa~^Bb -~-{Ab-\- Ba) 
équation qui doit avoir lieu , quels que soient a et b ; on ea 
tire en égalant les coefficiens de a 

A — — B 

comparant ensuite ceux de b , on retrouve la même relation ; 
en sorte que la condition A — — B étant la seule à laquelle 
il faille satisfaire , on pourra prendre 

A^z. i d'où B = — i 


la» fonction cherchée sera donc a — b , et la désignant par s 
sa valeur dépendra de l’équation 

[ z _(a--è)][Cs — (b — a)] = o 

dont les coefficiens pourront être exprimés d’une manière ra- 
tionelle au moyen de ceux de la proposée , puisque les racines 
a et b y entrent de la même manière. En effectuant les multi- 
plications , on trouve 


z‘ — a* -j- b‘ — i a b 
Or des deux équations 

a' -J- pa q — o 

à* -f* pb -f* <7 — ■ o 

on déduit 

a b' — — Zq 

en observant que a -J- b = o j on a d’ailleurs 


donc 


a b = q 


z* — p* — 4 q ; d’où z = V' p x — .4 9 = 0 — b.... (a), 
combinant les égalités (1) et (a) , on en déduit 


a — 


— p+^ r’ — 4 y 


3 



Nous passerons à l’équation du troisième degré , que , pour 
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plus de simplicité , nous supposerons délivrée de son second 
ternie , ou ramenée à la forme 

x* ~{-p x <7 = o* . . .(*1/) 

Soient a , b et c ses trois racines , on aura d’abord 

Reste à déterminer une autre fonction des racines , qui ne dé- 
pende que d’une équation du second degré , et qui , combi- 
née avec l’égalité (1) , donne facilement les expressions des 
racines de la proposée. La forme la plus simple que l’on puisse 
supposer à cette fonction est celle-ci 

A ci — j B b ^|- C c 

A , B , C étant des coefficiens indépendans de a , b , c : si on 
y fait tous les échanges possibles des racines a ,b ,c , on aura 
ces six combinaisons différentes 

A ci -|- B b -f— C c \ 

Aa-\>Bc\Cb I 
A b B ci -j- Ce ! 

Ab +B c+ Ca /(*) 

A c -j- B b C a I * , 

A c ■-j— B ci -j- C b J 

Ainsi l’éqifttion d’où dépendra cette fonction sera du sixième 
degré ; il faudra donc , pour qu’on ait ramené la question à 
des termes plus simples , que cette équation soit résoluble à 
la manière de celles du second degré ; en sorte que les quan- 
tités A ,B , C devront être déterminées par la condition qu'il 
existe entre les fonctions (M) la même relation qu'entre les ra- 
cines de l’équation 

y s -f- m y* -J- n = o 
Pour résoudre celle-ci , on fera 

y' = 1 

ce qui la transforme dans la suivante 

/’ m t n — o 

dont les racines sont 



et on obtiendra les six valeurs do y par la résolution des 
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équation* 

y* — i' — o ,y s — t" =z» 
qui , par les hypothèses 

3 » 

y — z ]/~? i yz^z y/l* 

deviennent , après avoir divisé la première par d et la 
•econde par i " 

2 * — 1=0 

dont les racines sont 


— T . r - i + ~l-V— s 

— 1 i z — • ' — a; z — — — f/i 


en sorte que les six valeurs de y seront 


• J _ 

y — y i' , y — * t< f y — A < y i< 

3 — 5 _ j 

’ y= y i' , y— a. Vf, y — a' \ /f 
ou parce que <*' = «• 

3 » J f 

y —y' i* ,y—a. y ^ ,y— «■ y t' 

y — y i“ , y — cl ye',y — cL* yj' 

Telles sont donc les six racines d’une équation du sixième 
degre, resoluble à la manière dune équation du second. Il 
laut donc que deux des combina isons (AT) étant prises pour 

■ -y — t/~îî ~ 3 3 

■ Vt' et ri" , deux des autres soient a y et et* |/7 , 

et que les deux qui restent soient « y f et «e* y " 
quelles que soient d’ailleurs les quantités a, b etc. Soit 

Aa -f- B b -f- Ce zzz y i> Çij 

la combinaison A a -f Éc + Cb ne peut devenir « Y^7 , 

ou y~t' parce qu’en comparant les coefïiciens des mêmes 
racines dans les égalités 
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A a B c Cb — * A a + «t B b - f- et Ce 
^a + Sf+C^rtMa + e’^i + a’C# 

•a auroit 

A — a. A d’où <* = 1 
= a. % A d'où et* = 1 

résultats qui ne peuvent avoir lieu. La combinaison 

3 _ 3 

Ab-{~Ba-\-Ccne peut devenir « V t' ou a* parce que , 
dans le premier cas, on auroit «=i ; et , dans le second, a‘=i. 
On ne peut donc faire que les deux hypothèses suivantes 

3 

Ab Bc *4* — et Act et Bb — |— et Ce et 0 ...... (2) 

Ac -+- Ba + Cb = a? Aa -f- et 1 Bb+n'Cc = et’ V V (3) 

puis écrivant 

Aa+Bc+Cb= VF (4) 

on supposera 

3 _ 

Ac+Bb + Co = <tAa + o.Bc\dCb — et V? .(5) 

; 3 

Ab + Ba-\-Ccz= a>Aa + et* Bc -f- et 1 Cb — et» VF (6) 

comparant les coefficiens des mêmes lettres dans les équa- 
tions (2), (3) , (5) et (6), on déduira 

de (2) «t A = C 5 et B — A \ a. C ■=. B 

de (3) cl'A = B,*'B= C-,a 1 C=A 

de (5) , <t A = C ; et B — A ; et C — B 

de (6).. .....et* A = .t* B — C;et* C — A 

I.es équations des deux dernières lignes étant identique- 
ment les mêmes que cêlles des deux premières , il suffira 
d’employer celles-ci : or des six premières équations , les 
trois suivantes 

C •=. tt. A ,B — et* A , A = a. B ou A — et 1 A 

rendent les trois autres identiques , sans cependant déter- 
miner le coefficient A\ ou pourra donc, pour simplifier, 
lâire A = 1 i en sorte que 
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« 


A — l,B~n x ,C — K 
Faisant , pour abréger , 
a _ 

VJovl r=z a -f- «c* 3 -}- *.c ( 7 ) 

f 3 

^ t' ou s — a -|- «* c ( 8 ) 

on aura r, *r, ** r; s , a. s, «* j pour les six racines de la 
transformée résoluble à la manière d'une équation du second 
degré, et nommant y l’inconnue , on trouvera, en observant 
que 1 + * -j- a’ = o , et que <** c= 1 

C y— r) (y — *r) ( y — a* r. ) = y 3 — r» 

Gy — J )(y — «■') (.y — * lj ) = .y 5 — f* 

et conséquemment 

— ( r» -f-J 3 ) jy 5 4-r» s 3 =0 (2V) 

équation qui satisfait à la condition énoncée. Il ne s’agit plus 
que de trouver, en coeüiciens de la proposée, les valeurs 
de r 3 +j 3 et de r 3 s 3 , ce qui est possible , parce que ces 

3 uantités sont, comme on va le voir, des fonctions invariables 
es racines s, A et r. 

Si on élève au cube la fonction r , on aura , en observant 
que <t 3 = 1 , 

-r* —a 3 - f- b 3 -{-c 3 -f 6aèc-J-3* ( ) 

+ 3<t' (** è-f 6* c a ) 

et changeant c en b et réciproquement , r devient s, on aura 
donc, sans refaire le calcul, 

s 3 :=*a 3 -f-é ï -^-c 3 -)-6<tZ>c-f-3*(a , é-t-c*a-|-è E c) 
-j- 3* 1 (a , c+e , i + i‘a) 

Soient , pour abréger 

o* -j-b* -f- c* -f- 6 abc^=.L 

a‘ b -|- b % c -f- c x a il/ 
a* + iV 

•m aura 

r 3 =Z + 3ctiV4-3* , il/ 
r* ss L -f- 3 « Af -f- 3 *’ N 

donc 
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: o d’où ce -f. u 1 — x 


t> ' A L O £ B R B. 

donc la fonction 

r3 +^ = 2jC + 3(* + *‘)(Æf.£iV) 

mais comme le second terme manque dans l’équation 
x* — i = o, on aura x 

1 “+■ <* + 

et conséquemment 

rions faites UitC ** Pr ° duit de * ^ s5/U viendra » toute5 réduc- 
^ s 3 = £. _ 3 Z Ç M+ IT) + 9 C M + N) * - 2? M N.. J Q) 
Pour évaluer Z d’une manière plus abrégée qu'en employant 
rions * d0UneeS (P a 6 e 3i5) on partira des trois équa- 

a 3 + pa + q~o 

b 3 -f -p b -f- q ~ 0 

c 3 +pc + q = o 

desquelles on déduit 

° ! “1” Æ 5 -f- c 5 =s — 3 q 

à cause de a + b -f c = o , et, on a d'ailleurs 

. a b c — ~ q 

donc 

L——gq 

Reste à calculer M + 2\T et M N : à cet effet , on a 

M + N—a* b a' c + !,' a +b* c + c* a + c x b 
■=T.a' b — T. a' X T. a— T. a 3 — 3 q 
parce que T. a = o , et 

M N — (à 1 b b x c + c* a) (a* c b x a c* b) 

= a* b c + a x b x c x -j- a 3 b 3 


or 


-f- b* a c -f- a* b x c* -f- a! 

+ c* a b -j- a* b x c x -f- b 3 c 3 


c -f- b* a c + c* a b — abc (a3 b 3 +c^)s=z3q* 

a* b x c x -f a* b x c*+ a* b x c x =z 3 ( a b c ) x ~3q x 

ci b* -t-fl 3 n 3 h 3 r3 — (a3+&^3)^-( a 8 4 .^ 4 . c>) ^ ^ * 

Tome JL a ^ 
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un observant , par rapport à cette dernière évaluation , que, 
dans le cas de n—p ,1e deuxième membre de la formule (i) , 
donnée ( page 321 ) , doit être divisé par 2 , pour n’exprimer 
que la collection des termes dissemblables de la forme <*" C«. 
Donc 

M N = p 3 +9 q* 

faisant ces substitutions dans (JP) et (Ç) , on trouvera 
r 3 -j- 3 = — 27 9 J r 3 s 3 = ■— 27 ;d* 
de sorte que la réduite (N) deviendra t 

j s -f- 27 q y 3 — 27 p 3 = o 
qui , par l'hypothèse 

y - t 

se change dans la suivante 

t % -J- 27 q t — 27 p 3 -=zo 
équation qui donne pour t les deux valeurs 

<'=>7[-i+vT+¥] 

"=*7 [-i+v^ï+l] 

on aura donc 

» 

r^za-j- a* b-\~ct c ~ V t 1 

3 

s — a cl 2> -f- et* c ^ t" 

3 _ 3 

Or les radicaux V' 0 , ^ *" sont susceptibles chacun de trois 
Valeurs 

3 3 ,3 3 3 __ 3 

ÿ e , a y' t < , «* y t> ; v * , « ^ t» ,a“ V71 

mais on observera que les racines de la proposée doivent 
satisfaire à la condition 

3 — 3 _ 

abJ^ac-\-bc — -\.p~ — O X ^ l " 
d'après les valeurs précédemment trouvées pour t ’ et t" ; om. 
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3 3 _ 3 3 

pourra donc prendre ^ l ' avec V t" , ou a. ^7 avec «* K t» / 

3 3 

ou bien «t* ^ t' avec et parce qu'on a aussi 

1 y 3 ^ 3 

— £ = * X ** K/" 

» 3 3 

3 = et* X * f//' 

en sorte quon pourra employer indifféremment l’un ou l’autrq 
de ces trois systèmes d’équation 

a 4“ b c = o 


i°. 


! 

a~\~a. x b^-a.c— t 1 

3 __ 

a-\-ctb-\-ct*c — \S t (/ 
a + b 4- c = o 

3 I 

«en-f* b -j- tt 1 cs=ct ^ t } 
<t*a+3 + «t c— et* \/Y\ 

a b c m o 

«t 1 a 4- et b ~fr ç =tt* t 1 
3 

: = etl^ 


( 1 °) 


(a*> 


( 3 ) 


pour 


et a— }-«t* ^ *f* c 
évaluer les racines a , b et c. Cette multiplicité de va 

3 3 


O 3 _ 

leurs des racines a , b et c tient à ce que V t 1 et \S t" ne con- 
tiennent que le culie de p , en sorte que les racines a , b et c 
qu’on vient de trouver résolvent , outre la proposée , les deux 

anlrpC ^miAtinnS 


x 

x 


4 - et p X + q — 

4 - X 4- q = ° 


x~ -et p x -f- q — o 

Employant le premier des trois systèmes , ajoutant les 
trois équations qu’il contient , et faisant attention que 
1 + * 4* = 0 1 il viendra 


Z a 


* 
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3 y 

V / + y/ f 
a — i ‘ 


multipliant (^® ) P ar * et (3°-) par a 1 , puis ajoutant , on aura 

'* 

b — » V~?+*' V P 

i 

multipliant (a*) par a* et (3*) par * , puis ajoutant , on trou- 
vera ! 3 

»* i/ e + * V~? 
c i 

Ecrivant dans a, b etc pour t ’ et t" les valeurs obtenues pré- 
cédemment , on aura enfin — - - : , 

*= 1 /-i+yipr4ï 

+ 1 y -l-V K- +i 

' *==i±j^ V -\+ V-$ + £ 

, 3 — ■ - 

. -i- ir=i t/ t/v _t_zi 

+ 1 Y 3 V * + *7 

. = z±=l v Œ1 1/1? + i /sl + £ 

a a T r 4 ' 37 

3 

. zii^El V _ t _ \ /ZTZZ 

^ i a * r 4ri - a7 

Soit enfin 1 équation générale du quatrième degré , délivrée 
de son second terme 

oc* p x % q x r z=z o 

dont a , b , c et d sont les racines. Nous chercherons , comme 
nous l’avons fait àl'égard des équations des second et troisième 
degrés , une fonction de ces racines , qui ne dépende que 
d’une équation d’un degré inférieur au quatrième , et dont les 
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d’Algesri. 
valeurs combinées avec l’équation 

o b *f* c -J- d — - o 

donne facilement les quatre racines. Nous Ferons encore I’hy-* 

f jothèse qui a réussi jusqu’ici , savoir , que cette fonction ren- 
ferme les racines sous une forme linéaire, ou quelle soit 

A a B b -f- C c -f- IJ d 

A , B , C et D étant des coefficiens indépendans de a , b , c 
et d. Cette fonction est susceptible de vingt-quatre combinai- 
sons différentes ; elle dépendra donc d’une équation du vingt-* 
quatrième degré : mais si on suppose 

A — B 

dans ces vingt-quatre combinaisons, elles se réduiront à douze# 
et si, de plus , on fait 

C — D 

les douze se réduiront à six ; en sorte que la fonction 
A (a + b)+C(c + d) 

ne dépendra que d’une équation du sixième degré dont les 
six racines seront 

■A(a + b) -f C(c + d) 

A(c + d)+C(a + b ) 

A(a + d) + C(b-+-c) 

A(b+c) +C(a + d) 

A(a + c) + C ( 6 -f- d) 

A(b -}- d ) C ( a -J- c } 

Ces fonctions , en y faisant encore 
* A — — C 

deviendront égales deux à deux et désignés contraires ; l'équa- 
tion dont elles seront les racines ne renfermera donc que le» 
puissances paires de l’inconnue j conséquemment elle pourra 
se résoudre à la manière des équations du troisième degré. 
Ces combinaisons seront 

A(a-\-b — c — d); A (c-\-d — a — è) ; A (a- f- à — b — c ) 5 
A (i + c—a — — A(b+d — a— c); 

Z 3 
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Supposant , pour plus de simplicité , 

A — i 

l'équation cherchée sera donc 

[z * — (<r b — c — d ) 1 ] [z* — (tf — b — d ) 1 ] [z * -(a-\-d-b—c) ’]=0 
ou , faisant =: t 

[/— — c — d) *] [t — (<7-|~c — b — d ) *] [/ — (a-f-rf — £ — c) 1 ] =o 

Il s’agit maintenant d’exprimer les coefficicns de cette ré- 
duite au moyen de ceux de la proposée : or oq a \ 

(o-f-ô — c — d) — 2 ab — 2 ac — 2 ad 

. — 2 bc — 2 bd — 2 4 C(Y 

et observant que de (<*■+■/ -f-r+j’) = o résulte 

— 2ab — %ac-~2ad — xbc — 2 bd — jtcrf = a’-f-Zi 1 
on trouve 

( a + ô — c — d ) 1 — — ab c d} 

Changeant dans la relation précédente b en c , et récipro- 
quement, on aura 

( a c — b — d) x ■=. — qp-^-q^ac-^bd) 
changeant dans celle-ci c en d, et réciproquement , il viendra 
( a -f- d < — b — c)* = — 4/> + 4( ad -j- bc ) 
l’cquation en t devient donc 

\tJr 4 p— 4 {ah-\-cdj] [t+<\p— 4(nc4-i^)] [/+ w—^ad-ybc) ] =o 
ou supposant 

< = 4 n et k -f. p = y 

puis divisant par 4 , elle se change dans la suivante 
[y — (.ab+cd) ] [y — ( ac -f- b d ) ] [y — (arf-f- cb ) 3=0 
et faisant les multiplications indiquées 

! -f> (ab-^-dc) ( ac-]-bd'\ 
+{ab+dc)(ad-) r bc\ y 
-\-{ac-\-bd)(ad-\-bc\ 

— (ai-fcdQ (ac'\-bd){ad+bc)-=,o 
ÛX 
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«b + ac-\-ad-\-bc-\-bd~\-cd — p . . . . (i) 


( ai - j- cd ) ( ao^-bd ) = a 1 bc-^-c' l ad-] r b' L ad-\‘ d‘bc 
(ab 4- cd) ( ad~\-bc ) = a’itf -j- d x ac b x ac c* bd 
(ac - j- <W) ( « 7 (f-|-/»c ) = a 1 ce/ -J- d l ab -J- c x ab -|- b 1 cd 

ajoutant ces trois derniers résultats , on trouve , en désignant 
la somme des trois premiers membres par S , 

{ a ( abc -f- àbd -f- a ad -f- bed ) — abcd) 

-j- b ( abc -f- abd -f- acd -f- bed ) — abcd\~—^+b~h*+dy 
-j- d ( abc -f- abd -f- acd -j- bed ) — abcd (— t,r — — 4r....(a) 
+d(abc + abd + acd -f* bed ) — abcd J 

à cause dca-{-b-)-c-{-dzzc. Passant au dernier terme , 
on a , * 

( ab -j- cd ) (ac-\-bd) (ad-\-bc)=: a 3 b c d a* b x c x 

-f- b 3 a c d -J- a 1 b x d % 

+ c 3 a b d -f- a* c*d x 
4- d 3 a b c 4- b* c l d % 
or 

a 3 b c d b 3 acd 4” c 3 abd 4“ d 3 abc 
z=(ah+.b* 4 -c 1 4 - d ’) abcd = — 2pr ( 3 ) 

Pour évaluer la fonction aïb'c* -\.à l b * d* -^-a* c* d* -\-b’ c* a* y 
on développera 

(aie 4- abd •\-acd-\-bcd}* 

— ab^c 4- a'b'd % 4- a'cd ’ 4- b'c'd' 

4- a ab'cd 4 2 a c*bd 4- 2 a'd'bc 
4- a b'c‘ad 4 a b* d* ac 4- a c d* ab 

d’où on tire 

fl’iV 4 -o’i 7 4 .«CY44V/ 1 

= ( abc 4- abd 4- acd 4- bed)* /= q * — a p r. . . . (4J 
— 2 abcd( ab-\-ac-\-ad-\-bc-\-bd-\-cd ) s 

substituant ces valeurs (1), (a) ( 3 ) et (4) dans l’équation 
en y. y elle deviendra 

y 3 — py ’ — 4 ry 4- /\pr — q* — o 
mettant pour,y sa valeur u-\-p , on aura pour résultat 
« 3 ^ 2 pu + (jD* — 4 r) u — 9* o 

• Z 4 
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Soient u' , u" , u H 'les trois racines de cette équation, on 
aura , en observant que / = 4« , 

c — dy — 4 n* 

( a c — b — dy — 4 u u 

(a -f- d — b — c = 4 u 

d'où 

a b — c — d— +2 l^u’ (x) 

a c — 6 — + 2 I / u u (2) 

a-\-d—b— <r = +2 K (3) 

les équations (1), (2) et ( 3 ) combinées avec 

a b -f- c -f* d ~ o (4) 

donnent , en prenant les radicaux avec le signe -f-, 



u ,_ i/^JT _|_ f/ u ,y j ^ 

chacun des radicaux pouvant être pris avec le signe — , il 
en résulte pour a , b, c et d ces quatre autres valeurs 

a = -ï- [ — — i / ~— y'Hüï] 

b — -j- [— i/U 7 "] 

c = -*- [ -J- \/ u! — )/ u u \S u u 1 ] 

d=z -i- [ -f l/^"— \SU"] 

Mais on a 

(a + £ — c — d)(a-\-c — b — d)(a-\-d — b — c)) _ 

~x (a 3 -j-i 3 -f-c 3 -f-</ 3 ')-\-z(abc-{-r!bd-\-acd-\-bcd ) J ^ 

en sorte que le coefficient q étant positif dans la proposée , 
il faudra prendre un ou trois radicaux négativement : s’il 
est négatif , on pourra prendre les trois radicaux en 
plus , ou deux en moins et un en plus. Celte considéra- 
tion réduit donc les huit racines à quatre. 
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Examen des racines des équations des troisième 
et quatrième degrés. 

On a prouvé qu’une équation d’un degré quelconque a 
toutes ses racines réelles lorsque l’équation aux carrés des 
ditlérences de ces racines n’a que des variations de signes ; 
mais que si elle contient seulement une permanence , la pro- 

S osée doit avoir au moins deux racines imaginaires. Ces con- 
itions ont été appliquées ( page 336 ) à Féquation du troi- 
sième degré , et on a trouvé que dans le cas de 

»<oe.g>Ç 

les trois racines de l'équation 

-j- p x -f- <7 ~ o 

étaient réelles ; mais si l’une de ces inégalités n’a pas lieu , 
deux des racines de la proposée sont imaginaires. On par- 
vient aux mêmes conclusions en discutant les formules des 
racines de l’équation du troisième degré. 

Reprenons donc les trois racines obtenues précédem- 
ment 



Si p est positif, ou si ^ > £ dans le cas de p négatif, la 


racine \/ 4 - sera réelle, et conséquemment aussi la 

y 4 1 2 7. 
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première racine a ; mais b et c seront imaginaires , comme il 
est facile de le déduire de la lorme même de ces racine^. 
En elict , si on pose 


V-i+Vi+$ = 


m î 



on aura 

b = (/+* kCTT — k V^l ) ri 

— n ) \/ ~~ 


c ■= (2 — k I /—l)n 

— 2 ( m n~) — k(m — n — i) 


quantités imaginaires de la forme A + B v — ’i , puisque 
a, b, m et n sont des quantités Téelles. Dans le cas de 

P <o etf^ = Z~ 

*7 4 

on a 77i = 72 , et 


en sorte que les trois racines sont encore réelles, et les 
deux dernières égales entre elles. 

Les trois racines sont donc réelles dans le cas où celles 
de la réduite du second degré sont imaginaires, c’est-à-dire, 

lorsque la quantité - 9 - -f- p — , qui se trouve sous le signe 

radical , est négative , et on sait, à priori, qu’eliëctivement elles 
le sont ; car la condition 


suppose ces deux-ci 



<° 


p <o et — < a? 


Les trois racines peuvent être écrites ainsi qu’il suit 


Digitized by Google 



d’Argebre. 

3 * — 

a —V y'—i +v J — s i/ — 1 

3 __ 

b - ( / + ) //■ + g i/z ^ 


359 


-f- ( / — k ^ — i g*''— i 

3 

ç — ii — k f+s \zzn 


et on n’appcreoit plu» aussi facilement, d’après la forme de 
ces quantités, comme elles sont toutes trois réelles. En ad- 

3 


mettant le développement en série 

3 


de J -f ë i et 


VT- 


’ — g Ÿ — r , on trouve que les termes imaginaires dispa- 
roissent par l’opposition des signes dans la première , et que 
les multiplications faites dans les deux autres , les résultats 
ne contiennent plus que des termes réels; mais toutes trois sont 
alors données par aos suites infinies, et comme on n’a pu 
jusqu'ici les obtenir sous une forme en meme temps réelle 
et finie, à moins d’employer les lignes Irigonométriques , on 
a désigné cette circonstance sous le nom de cas irréductible . 

Nous examinerons donc à quoi tient l’introduction d'uno 
imaginaire dans ces racines qu’on sait,d priori , devoir être 
réelles. A cet eflet nous reprendrons l’équation 

jr 3 -f- .r -f- 7 = O 


En supposant que a , b et c soient les trois racines , on aura 

x 3 . — (a -j - (né-J-ac -\-bc)x — abexxx 3 *)rpx-\-q 

d’où résultent ces égalités 

a b c s=: o 3 ab ac -{* bc -xz p $ a [) G — — q 

Comme l’équation proposée est d’un degré impair, on est 
assuré d'avance qu’elle a , au moins , une racine réelle et la 
Résignant par c 3 on déduira de 

c = —C a + £) 
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que la somme a + b des deux autres racines est aussi réelle, 
donnera UF su ^ stltuée ^ au3 les deux dernières équations , 

a 1 -\rab -f- b 1 = — p-ab (a-f-è) = q 

d'où il faudroit conclure a et b. la dernière donne 

ab — 

a+b 

donc ab est aussi une quantité réelle.* Considérons main- 
tenant la quantité ^ ou 27 9* + 4 p * du signe de 

laquelle depend le cas irréductible: si on l’exprime au moyen 
(le <2 et de b , on trouvera , après les réductions faites , 

*7 7 * + 4 P 3 = — ( S <*’— 2 b 3 -f 3 a* b — 3 ab 1 ) *■ 

d’où 

^ — ( 2 7 9 1 + 4 P 3 )= 2 a 3 — 2ô* -f.3n l è-— 3 a b* 

= 0-A)(2a*4-ii* + 5uà) = (a— A) $ 2 ( u-f-J 

Or les deux quantités n et ai sont réelles , comme 
on la déjà vu ; donc, pour que la différence a — b soit 
reelle , il faut que la quantité ( 27 <7* -f 4 p 3 ) soit néga- 
tive, ce qui est le cas irréductible} d’où il suit qu’alors les 
deux autres racines a et b seront aussi réelles. Cherchons 
maintenant à évaluer les racines a et b en coefiiciens de la 
proposée : nous avons trouvé l’équation 

a 3 \—b 3 -f ]/ — 1 2 7 <7* -f-4/> 3 * 

Ajoutant au premier membre m "X ab ( a -Ip b ) , et au 
second m q qui nest autre chose que — m a b c , à cause de 

a ^ “f- c o 

on aura 

a 3 — b 3 -f (i+m)a‘J -{- (m~i) a 6 i = 

\V~ — I 27 -f 4 p 3 + m q (1) 

Il s agit de déterminer w par la condition que le premier 
membre devienne un cube parfait : à cet effet , on te com- 
parera avec 

» ( u a — et 1 b ) 3 = a 3 — b 1 — 3 <t a 1 b -f 3 a* a b'. 
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36 1 


, — i-W — 5 — i — V/ — 3 

* et Ct l étant et ; d’où on déduit 


î+m= — 3»=— 




— 3 V' — 3 


d’oùs 


3 y/— 3 


— * + ™ = 3*’ = +3( —— ^)j 

On a aussi 

( a 1 a — * b y = a 3 — b s — 3 a 1 a* b -f 3 et. a b' 
et comparant avec le premier membre de (1), on obtient 

- i+m = 3 d ' où . 
©n a donc, pour déterminer a et b , les deux équations 


tta- 


27 ï , + 4 » :l |]=P 

•t'a-ab = y/ £t 1 /- x ^ 277 1 + 4 ^ J + — 9 J 

, = V \±tû¥-T x \ 7+ 27vM-V 3 ^ ]=<? 

Reste donc à éliminer « et b entre les deux équations, 
a a — ■ et* b “ P . . . . (2). 
a* a — a b t=z Ç . . . . ( 3 ). 

à cet effet , multipliant (2) par a 1 et (3) par a , puis re- 
tranchant le premier produit du second, on aura 

4 

— " <?~~* ** p — 1 + y/ — 3 

Afm 2 

3 




— i _ v/ — 3 


t/H+v^ 
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u 3 -j- 1 p u‘ + (p 1 — 4 r) u — q' =0 

Si les racines u l , u v et u 1 " sont réelles et positives , il est 
Visible que les quatre racines de la proposée seront réelles ; 
mais si parmi les racines de la réduite , il y en a de né- 
gatives , les quatre racines de la proposée seront imagi- 
naires ; il faut cependant en excepter le cas où des trois 
racines réelles de la réduite , l’une u ' est positive , et les 
autres u" et u 11 ' sont négatives et égales entr clics ; car 
alors des quatre racines a , b , c et d , deux seront réelles , 
et les deux autres imaginaires. Ainsi , outre la condition 
de la réalité des trois racines de la réduite , il faudra 
encore , pour le premier cas , suivant la règle de Des- 
caries , ( règle des signes) que les cocfficicns des termes 
de cette réduite, soient alternativement positifs et négatif*, 
et que par conséquent on ait 

p < o et p l 4 r 

Si l’une de ces conditions manque , la proposée aura ses 

Î |uatre racines imaginaires, à moins qu on ne tombe dans 
e cas ci-dessus cité. Si la réduite n’a qu’une seule racine 
«•éellc , on observera d'abord qu'à cause du dernier terme 
négatif de cette réduite , la racine réelle sera nécessairement 
positive : les deux racines imaginaires seront de la forme 
f ± S V' — i : prenant donc u r pour la racine réelle, u" 
et u" pour les deux imaginaires , les deux racines a et b 

«eront réelles , puisque ( pages 327 et suiv. ) 

j . j_ g (/ — ^ j/ — - 1 est une quantité réelle 

f=V~ 2./ H- 2 + g‘ et , au contraire 

1 ~ K/-~ 'SV — -ï est une quantité imaginaire ; 
en sorte que des quatre racines trouvées , les deux premières 
seront réelles , et les deux autres imaginaires. 

Nous rapporterons ici la méthode qui paroît avoir servi à 
la première résolution des équations du troisième degré , 
et qu’on appelle communément méthode de Cardan , quoi- 
qu’il semble , dit Lagrange , que c’est de Uudde que nous 
la tenons. 

Toute équation du troisième degré , privée de sou se- 
cond terme , est de la forme 

*î 4 -i t ’ Æ + ? = « 

Supposons ■’< 

*==>• + * > 4* 
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ce qui revient à partager le nombre * en deux parties 
y et z , dont l'une pourra conséquemment être prise à 
volonté , pourvu que l’autre en soit le complément à x : 
la substitution dans la proposée donnera la transformée 

y 1 + 3 y 1 z -f 3 y z* -f a 3 +p (y + z) -f q = o 

or 3y* z -f- 3y s 1 = 3 y z (y -j- z ) , de sorte qu’on aura 

y* -f + (3^-4-/”) (.T +*) +<7 = ° 

Si maintenant on suppose à z une valeur telle qu’il en 
résulte 

3yz + P= o (i) 

il restera 

y % + -* + ? = 0 ( 2 ) 

«quations au moyen desquelles ou pourra évaluer y et s , 
et conséquemment x. De la première on tire 



substituant dans la seconde et réduisant , on obtient cette 
équation du sixième degré qu’on appelle la réduite 

/+9f 3 - ÿ = ° 

laquelle ne contenant que deux puissances de l’inconnue 
dont l’une est le quarré de l’autre , est résoluble à la ma- 
nière des équations du second degré , et donne sur le champ 

,i=-f 

a r 4 T a/ 
et extrayant la racine cubique 

y= ]/-£ +V- 

a ^ r 4 1 37 

mais 

x — y^-z—y^P- 

en mettant pour z sa valeur — , et d’ailleurs 

(V m z+ •t/ff|)x(l/-r-V'f+|)=-4 

d’où 
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d’où on déduit 

-£= V-l-VÇ+î 


365 


donc 


2 7 


= l / -i + |/î: + e + -V£+$; 


expression où l’on voit que le radical quarré qui se trouve 
sous le radical cubique est pris en plus et en moins , en 
sorte qu’il ne peut y avoir aucune ambiguité; Soient et et 
* x les deux racines cubiques imaginaires de l’unité , et 


_i *1 j s 

a ~ r 4 1 37 

on aura 



y — 


3 

VA. 


3 r 

VA — 

3v A 


3 

y— a. VA. . . ; r—a. 1/^ 

3 * 

3 3 

y — *? VA. . . . JC — a . 1 VA — • ? 

3 »*^ A 

mais ù cause de 

V B — ~ — , ? -, , «’ =± 1 d’où — = et* et — == * 

3 ^ * ** 

les trois racines de la proposée seront exprimées ainsi qu*il 
suit ’ 

3 , 3 

a: = ]/ ^ -f j /5 

'3 3 

.T — SL V A -f SL X V B 

3 S , 

x — a.* V A -{-a. V B 

On aurait pu parvenir directement aux résultats que 
nous venons de trouver, en remarquant qua les équations 
(x) et (2) donnent 

y 1 -\-z) — n et v* z 3 = — 

Tome 11. 27 A a 
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d'où l’on conclut , sur-le-champ , que y* et z* sont les ra- 
cines d’une équation du second degré dont la première puis- 
sance de l’inconnue sera multipliée par q et dont le ternie 

connu sera — — : cette équation sera donc 
*7 

“* + <7 “ — % = o 

et nommant A et B ses deux racines , on aura 
r = V -A , s — y B 

A et B ayant les mêmes acceptions que ci-dessus. Or on a 

, 3 3 3 

y = y A , y = a y A , y = et 1 y A 

' 3.3 3 

z — y B , s =t <* i/J 5 , z — a} y B 

d’où on croiroit pouvoir conclure neuf racines $ mais 
l’équation 

yz=— ? 


dont nous n’avons employé que le cube , limite le nombre 
de ces combinaisons , et il est aisé de voir que les valeurs 

de s qu’on doit combiner par voie d’addition avec y A , 

* 3*3 3 

et y A , et* y A sont y B , «.'y B, «.y B: d'où résultent les 
trois valeurs de x trouvées plus haut. 

On peut aussi parvenir aux formules des racines du qua- 
trième degré d’une manière moins directe que celle qui a 
été exposée ( page 34S et suiv. ) . mais qui , d’un autre coté , a 
l’avantage d être analogue à celle de Cardan , pour le troi- 
sième degré. Soit , à cet effet , l’équation 

-j- q x r tzz o 

t • 
on supposera 

x —y + s-{-t 


et on aura d’abord 

** = ( y'+z* t + st) 

et quarrarft de nouveau 

** == (?* + z% + /x )’. J, 

*4-4 (>*+•** -M‘î C y* + r i + zi ) O* 
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5 67 


* 1 

{yz-\-yi+ zt Y —y % z*+y* i 1 -\-z i t* +zyzt (y+z + t) 

substituant ces valeurs de oc , x 1 , x 4 dans la proposée , et 
rassemblant les termes qui se trouvent multipliées par 
Y + z + t, ainsi que ceux qui ont pour facteur commun 
yz -f- yt -f zt, on aura la transformée 

(y'+z' +t‘ )’+p(y' + z' +t') 

+ [4 C y' 4- *' 4- ? ) 4- { y s +y ( + zt } 

4- 4 (y* Cy+s-b*) + /- =o 

Maintenant, h l’imitation de l’hypothèse qui a réussi dans 
la résolution de l’équation du 3 e degré , nous supposerons 

il* 

8 y z t + q — o (1) 

4 (y 1 + zl -f l ' ) + zp~o (*) 

et il restera l’équation 

(y’+z* + <» Y+P(y x +z * +*■) 

4- 4 (y* ** +y l <* -t -* 1 1 ' ) +/•= o. . . (3) 

au moyen des équations (1) , (2) et ( 3 ) , on déterminera 
les trois quantités y , z et t. La seconde donne d’abord 

y* -f- a’ +/*==— i 

cette valeur substituée dans ( 3 ) , la change dans la suivante 
y 1 z 1 +y* <*+«*<■ = J — J. . 
de plus la première étant élevée au quarré donne 



donc , d’après la théorie générale de la formation des 
équations , les quantités y 1 , s 1 , t * seront les racines d’une 
équation du troisième degré de la forme 

- + S**+($ — «>—£— 

de sorte que si l’on désigne par u> , u" et u 111 les trois 
racines de celte équation qu’on appelle la réduite , on aura 

y = j/a' , i= \éu v . , t — ]/u' u 

Aa 2 
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Notes 


té , u " et i/" n’ayant pas ici identiquement les mêmes Va» 
leurs qu’à la page 356 , et la valeur de x sera exprimée par 

V u> - f- j /u 11 4 i/u" 1 

Comme ces txois radicaux peuvent être pris chacun avec 
les signes plus et moins , on aurait , en faisant toutes les 
combinaisons possibles , huit valeurs différentes de x; mais 
il faut observer que , dans l’analyse précédente , nous avons 
employé 

v's’r* = 3- 

^ 64 


ou le quarré de 


y - f = — 


9 

8 


il faudra donc que le produit des trois quantités x , y et 
e , c’est-à-dire , des trois radicaux y'u! , yu" , y/u" 1 , soit 
de signe contraire à celui de la quantité q : d’où il suit 
i°. que q étant une quantité négative , on devra prendre 
les trois radicaux en plus , ou deux en moins et un en 
plus , ce qui ne donne que les quatre combinaisons 

a = 4 - ]/u' -f y/u" -f- i /u"’ 

6 = 4 Vu! — \/u — l/V" 

c — — l/l/ 4 Vu" — t /«'" 

d = — V u ' — V u ” 4 V u> ' 


qui seront conséquemment les quatre racines de la proposée 
,2°. que q étant une quantité positive , il devra se trou- 
ver dans l’expression de x ou trois radicaux négatifs , ou 
un négatif et deux positifs , ce qui fournira les quatre com- 
binaisons 

a — — V u> — Vu' — V u "' 

b = — V“' 4 Vu" 4 Vu"* 

c — 4 i/u' — Vu 4 V^" 

d = 4 Vu' 4 Vu" — Vu!" 

Ges formules sont de même forme que celles auxquelles on 

est parvenu ( page 356 ). 

% • 

Résolution par les lignes trigonométriques de : équations ‘des 
degrés supérieurs. 


I.es propriétés des lignes trigonométriques fournissent 
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une résolution facile des équations des troisième et qua- 
trième degrés , et les tables de sinus , cosinus , etc. , servent 
ensuite à évaluer numériquement les racines de ces équa- 
tions. Ce procédé de résolution et le secours qu’offrent les 
tables sont tels qu’on en tire avantage même à l’égard 
des équations du second degré. Soit donc l'équation 

x* -f- px + q o 

dans laquelle nous supposerons d’abord q positif : faisant 
, x =« Vl' • ••*♦• (0 

on aura 

qz' -j- p z Vq + <7 = 0 011 z + i = ° 

ou divisant par z 

2 — 


JL 

\/? 


<*) 


1 °. Si — 


est , abstraction faite du signe , moindre 


SS 2 COS. U 


2,1/q 

que l’unité , on lera 

z — cos. u -J- s in. it ]/ — I 
ensorte que l’équation (2) deviendra 

! « 

cos. U 4 -V — I* siu - u 4 T ~7 x „ 

1 1 coj, u -4- v — 1 **’*• u 

en multipliant les deux termes de la fraclion par 

cos. u — > j/ — 1, sin . u : on déduit dc-là* 

P ■ 

cos. u = 

2 Vq 

les tables de sinus feront connoître l’angle u, et comme à 
la même valeur de cos u répondent les angles 4- u et ~ u • 
011 aura pour z et co'riséquemment pour x deux valeurs 
qui seront Imaginaires ; ce qui doit arriver puisqu on a , dans 

l’hypothèse actuelle, q >*-• _ 

2 0 . Si le nombre ~z est , abstraction faite du signe, 

plus grand que l’unité , on fera 

Z zzz tang. u 


et on aura 


Aa 31 
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a -f- — — tang . u -J- 
d’où on tire 


N O T R S 


1 J in* u A- cos'u 2 p 

tang. u tin. u cos. u tin. an y/ 


S in. 2U — — 


21/Ô 


Les tables de sinus donneront le plus petit des angles 
qui répondent à cefte expression desin 2u , prise positi- 
vement: cej. angle , pris, avec le signe moins , sera la va- 
leur de 2 «j mais à ce sinus répondent les deux arcs 2u 
et c — 2 u, c étant la demi-circonférence: on aura donc pour 
les deux valeurs de x 

* = ^îX tang. u-,x— V'q X tang. — u j 

racines réelles et négatives. 

Dans le cas de q négatif, auquel correspond 


* Z 


on fera 


(Voù 


P 

V 7 


- — tang. u 


z — (—tang.uA ! V- — , a 

Z V • - tang. u/ tang. u > une. 

*• . .a> i v * , 

et conséquemment 


tnng.au 


tefng. 2 u = — • . 

P 


Les tables de sinus feront, connaître le plus petit des angles 
qui lepondent a cette expression de tang. 2 «, prise positi- 
vement- mais à la tangente négative de 2« répondent les 
«leux arcs 2ué\ c-f-2«,oa aura donc 


x ss 


<1 X tang. u ; x = X tang. (| -f «) 


c'est-à-dire , deux racines réelles -, l’une positive et l’autre 
négative. 

Passons à l’équation du troisième degré 
x 3 + px -f-^ ==o 

et supposons 


* = '(* + ;) 


(O 
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r étant une quantité indéterminée : nous aurons 

+. px q — r' (z* ± ± (' 3 r 3 — -pr)Çz+ -) + q=zo 

déterminant r au moyen de l’équation 

3 r 3 — p r — o on aura r — / —■ 


la valeur de - dépendra d'une réduite du sixième degré ré- 
soluble à la manière du second : en eflet il restera 

r * G ' 3 ±7î) -W=o d'où 2 ! ± Ji =— 75 —— ~~~ = 2/1 00 

I.es équations (1) et (2) serviront ensemble à résoudre la 
proposée. Supposons d'abord que le signe supérieur ait lieu , 
et que le nombre Wi soit , abstraction laite du signe , 
moindre que l'unité, alors la quantité jq * — p 3 est né- 
gative , et la proposée tombe dans le cas irréductible 
( page 35 9) : que l’on fasse 

z — cos. u \/— 1 sin. u 

d’od 


= |/f (*+' 7 )=zcos. u X|/f 


( 3 ) 


et de-là , d’après le théorème (*) , 

( cos. u + ]/ — r sin. u y* = cos mu + ]/ — X sin. mu 


(*) Supposant le rayon = i , on a la formula • 
cos. ’ u+i tin. ’ u — i 

dont le premier membre peut être regardé comme lè produit des demc 
fadeurs imaginaires cos. u -f. sin. u \/ — i et cos. u — sin. u \/ — i. Si 
on multiplie ensemble deux facteurs semblable* cos, u -J- sin. u \J — 1 , 
cos. u! -f- sin. u' \J — \ , on aura pour produit 

cos. u cçs. u r — sin. u sin. 1 / -+- ( sin. u cos. u' -4- sin. u ' cos u ) V — » 
qui se réduit à la forme 

cos. ( u -f- •»’ ) •+• sin. ( u -p u r ) \T — I 
laquelle est semblable à chacun des faotéurs. Ou a donc en général 
(cos.u -f- sin.u \/ — * ) (cos, u' -g sin. u' y/ — i) ~coj (a-t-u')-f- sin, (u v/ -1 

et il est remarquable que la multiplication de ces sortes de qnantités s’exécute 
en ajoutant seulement les arcs , ce qui est une propriété analogue 4 celle 
des logarithmes. On en conclura successivement 

( cos. u -f- fin. u ) ( cas. u 4- sin. u y / — » ) ■= cos. Zu -f- sin. au V — t 
(cos. u 4- sin. u r/-— i ) (cor. au+ sin. au >/ — i )~ cos. Su -f- sin. 3 u — * 
( cos. u -J- sin. u V — I ) (oos. 3u-psrVi. 3 u y/ — t ) 22 cos. 4“ + *"*• 4“ V' — a 

Aa q 
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OU déduit' 

z 3 — 2 cos, 3 «, partant cas. 3 « =3 fi 

Soit A le plus petit des angles dont le cosinus est h j 
angle qui sera donné par les tables , on aura pour 3 u les 
trois valeurs .4 , 2. c-\- A , 4 c A , et par conséquent les trois 
Valeurs de x seront , d’après l'equation (3) 

x = 2 COSm T -4f 

- = 2 VI (r& 

« = , 1/| 

En prenant 6e-f-j4,8c-{-./4, etc. pour 3 u , on retonw 
jberoit sur les racines déjà trouvées , ce qui doit arriver. 
On voit clairement ici , comment l'imaginaire kMTg qui , 
dans le cas irréductible , s’introduit dans les trois racines , 

' disparoît dans l’expression de r 0+0 : la valeur de z 

exprime le radical imaginaire qui , dans ce cas , entre dans 
ïa composition de chacune des racines , et c’est par la 
comparaison qu’on a fait de ce radical avec cos. u+ sinu 

que les racines ont pris une forme à la fois réelle et finie, 

Dans le cas de h ~ x , on a 3 u — o et u ^ o , etx sorte que 
les trois racines deviennent 

i/'ï x ~~V\ 

Ou 



Le premier produit est égal à ( cot. u + sin. u v/— « )* ; le second est égal k 
( co{. u -b sm U v/«— I J 3 , et ainsi de spi*e. Doûc 3 eo général , m étant i*n 
nombre entier quelconque , on aura 

( cos. u 4- sin. u y / — 1 )« =3 cos . mu + sin. mu yj— X 
^e-*la résulte 9 en prenant \/ — i avec le signe moins # 


( cos. u — tin. u v/— I )•» = cos. mu — sin. mu s/— t » 
Cette propriété résulterait encore de la comparaison des série# qui TfÇiré-, 
fetuent c , situ x et cos. x , comme on le verra dans la suite de ces leçon*. 
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à cause de 


3 7 3 


ç=£,a’<>ù 

4 37 “ a V 8 

Lorsqu’abstraction faile du signe, le nombre /j est plus 
grand que l’unité , on doit faire 

z 3 — tang. u d’où x* + ~ — — - — et sfn. 2 u — L 

X 3 sirt. lu — h 

on aura doue l’angle u par les tables de sinus : si l’on fait 
ensuite 

.VI 

z — V tong- u — tang. u ' on aura x j 

et les deux racines imaginaires seront 

•* = 1 / 5 - \ “ ,an e- + 7 Taig. u> ^ 

*-V \ [ «' + j Tikr* I 

u et at étant — et ouïes deux der- 

* 4 • ® ^ 

meres racines cubiques de l’unité , et réduisant , on trouvera 

I 

— I + coj. 2 u' l/ — 5 


= V\{ 


sin . X u r 


) 


Il reste à considérer le cas ou 

— Vî( — i) 

on ;fera alors] 

1 

V = tan S- u A’°ù —tang. i/+ ~ ngrUi — — k 

pn aura donc l’angle u au moyen des tables : soit encore 


- — 2 h et tan". 2 » 2= ! 


|/ tang. u — tang. ut 

la racine réelle sera 




tang. a ut 
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et prenant et tang. u' et et' tang. u' , n et a! ayant mêmes 
acceptions que ci-dessus , les deux racines imaginaires seront 
représentées par 

1 /~P 5 — co> 2l|, 3V— 3 > 

X — V 3 f «». 2U' S 

Les racines de 1 équation du quatrième degré , étant des 
fonctions très simples de celles de la réduite , on pourra 
les déterminer facilement par la méthode précédente. 


Résolution des équations binômes. 

Soit l’équation binôme ou à deux termes 
x m — a m — o (i) 

* si on fait 

x — o y 

elle se transformera dans la suivante 

a m ym a m — q qu y" — I ~ O ...... (2) 

la recherche des ta valeurs de x dépend donc clc la résolu- 
tion de l’équation ( 2 ). O 11 remarquera d’abord que si m 
est un nombre composé , tel que 


m =p. q 


p et q étant des nombres çr.tiers, la résolution de l’équation 
( 2 ) se réduira à celle de deux équations semblables l’une 
du degré p , l’autre du degré q ; car faisant 


il viendra 


y 


9 — Z 



d'où z p — 1 ~ o 


(3) 


Supposons maintenant quon ait résolu cette équation do 
degré p et que «, soit une des racines , on <<ura ensuite 

yt — a. = o 

ou faisant 


9 _ 
y ~ u j/ - et 

9 __ 

^«tétant la racine doqnçe par l’opération arithmétique, 
il viendra 

— 1 *= o ( 4 ) 
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en sorfe que les équations ( 3 ) et (4) résolues donneront les 
p.q raqjnes de la proposée. 

On voit donc que la résolution de l’équation 

ym — 1 — o 

lorsque m n’est pas un nombre premier, dépend de celle 
d’autant d'équations sefhblablcs que n Contient de facteurs 
simples, les degrés de ces équations étant successivement 
ces facteurs eux-mèmes. 

Considérons, en général, le cas de n, nombre impair, 
en sorte que l’équation à résoudre soit 

+ ‘ -{-i=o 

puisque l’unité est toujours une des valeurs de x, on 
pourra diviser le premier membre par » — 1 et le quotient 
sera 

x mp + a-iP— ’ +....+ x* +x+ 1 =0 

divisant par xF et rapprochant les termes équidistans de celui 
du milieu, on aura 

+ -gr + + +**+ ^ + x + î = 0 

Soit 

x -f- ^ = z d’où x % — z x I == o 

on obtiendra 

(^+i) ,=2l = J: ’ + F* +2 

d’où résulte 

x -1- — , = z — a 

1 X 

on aura 

(•*+*) == z3 — + jî +3(af+ =* 3 + £ï 4-3« 

d’où l’on déduit 

*» + £==*» — 3 * . 

On trouveroit de même 

** + £i=:z* — a 

•» 5 + B — 5 ‘ ” 5 * s3 + 5 ' s 
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et ca général 


x r -f- 


I 

/" 

X 



- -to.ü:- s J 4- etc. 
a3 . • 

en ne continuant la série qu’autant que l'on aura des puis- 
sances positives de z. Faisant ces substitutions dans l’équa- 
tion du degré p , on aura une transformée en z dans laquelle 
toutes les puissances de z seront positives , la plus haute 
étant = 3 / 7 , en sorte que celte équation ne sera plus ; que du 
degré p : si donc on peut résoudre cette équation , on aura 
p valeurs à chacune desquelles correspondront deux valeurs 
de jc par la résolution de l’équation . 

qT — xx -j- 1=0 

et conséquemment zp valeurs de x qui jointes à la première 
racine x =1 , seront les zp-\~ 1 racines de la proposée. 

11 résulte de ce qui précède qu’on pourra obtenir par 
l’extraction de la seule racine quarrée les racines des 
équations 

• ’ \ x 3 — 1 = 0 , x* — 1=0 

pour lesquelles on â p = 1 , p = 2 : on pourra donc aussi 
résoudre toute équation 


lorsque n n’aura d’autres.f'actcurs simples que 2 , 3 et 5, ou 

X 

lorsque n sera de la forme z .3 . 5 . En admettant la réso- 
lution des équations du troisième degré, on pourra ré-, 
soudre l’équation 

pour laquelle p = 3 , et conséquemment toute équation 

x , y. » «r . . . 

x m — r =to lorsque m sera de la forme 2.3 .5 • Mais 

la résolution de l'équation 

„I I _ 

X — I = 0 


pour laquelle p = 5 exigeroit celle d’une équation du cin- 
quième degré. 

Quoiqu’on ne puisse trouver algébriquement les racines de 
l’équation 

x m — 1 — o 

cependant on peut toujours les exprimer au moyen de la- 
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division de la circonférence en m parties égales , quelque 
soit m. 

Reprenons le théorème 

( cos. o -f- sin. ç 1/ — J )* = cos. m $ -f- sin . m . j/ — i 

démontré plus haut dans le cas de m nombre entier : lai» 
sant dans la proposée 

* — cos. ç -f - sin. ç . ]/ — I d'où x m — cos. mip-J- sin. m 

on aura pour résultat de cette substitution 

cos. m <p -j~ sin. m ç . j/ — i — i — o 
équation qui sera satisfaite dans le cas de 
cos. m ç = i et sin. m y — o 
La dernière condition aura lieü en posant 

m y — k t 

t étant la demi-circonférence et k un nombre entier quel—- 
conque : mais comme le cosinus ne devient égal au rayon 
que lorsque l’arc est un multiple pair de la demi - circon- 
lérence , il faut qu’on ait encore 

k = 2K donc m — 2K vr d’où $ *= — t 

tn. 

Toutes les racines de la proposée seront donc comprises 
clans la formule 

x = cos. 2 - t 4 - sin. — t . \/ — x 

m m ' 

et on les obtiendra en faisant successivement a = o , = \ , 
— etc. jusqu’à m — x inclusivement: il seroit inutile de faire 

* = m ou a > m, puisqu’il résulteroit de ces hypothèses les 
mêmes valeurs que pour a < m : en effet , les arcs que l’oa 
obtiendrait seraient les mêmes que les précédens augmentés 
d’un certain multiple de la circonférence. 

Nous remarquerons d’abord que toutes les racines de 
l'équation 

x m — i o 

sont inégales entre elles puisque dans la’circonférence il n’y 
a pas deux arcs qui aient à la fois même sinus et même 
cosinus : de plus il est facile de voir que ces racines seront 
imaginaires , excepté la première qui répond à a=o, et celle 

qui est donnée par A = *• , lorsque m est pair , supposition. 
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3 ui donne xx =. — r : en effet pour que la partie imaginaire . 
e l’expression de x disparaisse, il faut qu’on ait 

2X 

an. - w =t Q 
ce qui arrive, i°. lorsque 

— = o d'où x = o 

m 

2*. lorsque 

£ = i d’où x — - 

m 2 

cette dernière condition ne peut être satisfaite que lorsque 
m est pair , puisque x doit être un nombre entier. Un a dans 
le premier cas 

x = cos. 0 = 1 

et dans le second 

. x rs cos. ir-=. — 1 

Lorsqu’on suppose x > m, la formule 

x = cos. ~fr + sin. — ir.l/ — I 

m, ' tn 

devient 

<* — cos. ( w z ) sin. ( * -j- z ) . l/ — I 
niais on sait que 

cos. ( ) = cos. (*■ — z)i sin. (» + *) = — sin. ( x — s) 

donc 

cos. (pr-\-z)-\-sin. (pr-if-z)]/ — 1— cos.(pr — z)—sin.(x — . \/ — I 

or parmi les valeurs de x qui résultent de m se trouvent 
nécessairement celles-ci 

cos. (t — z ) sin. ( r — z ) l/— 1 

donc toutes les valeurs de x sont comprises dans la formule 

ax, . , ax . , 

x— cos. — t ~r sm. — t. 1 / — 1 

m — m r 

ce qui résulte encore de ce que y'— - 1 emporte le double 
- signe ±. 

Soit , pour, premier exemple , l’équation 
x i — 1=0 

pour laquelle m— 5 : on aura 

x zz. cos. ’ît i Sm. T . ]/-— I 


I 


Digitized by Google 



D ’ A L G E n R 


3 79 


et pour A = 0« . .cos. ^ ir~l^sin. 'T — o , x~ i 

A — r . . . cos. -g. cos. j ir j jz/z* — rrz^sm. girj 

X=ZCOS. | ST + JJ«. | T.^/— -I 

A=2. . . .coj. ?- 'J— cos. l 'T ; j/n. ^ irzzzsin. ^ «r; 

a; = coj. ~ *• + j«i. | -r . |/ — i 

I 

1 hypothèse de a = 3 donneroit 

ar=coj. | T+j/n. | irj/— i-=xos.Qr+ ^±sin.(j+‘Ç)v'-l 

—cos.Çt — j^ + jz/z. (~-ïy- i=coj. g ir+JJ». g ir.j/ — i 

valeurs déjà trouvées dans l’hypothèse de a=z. ta suppo- 
sition de a — 4 donneroit , 

ac^cos. i* ^ t . j/— i "zncos. (*■+!*)+ 

( T +i ’ r ) v/-1 

-=ZZCOS. (r- 5 ^+jin.^T— j J/’— i — coj j ^~~1~ Jin. | «rj/HC 

valeurs correspondantes à a = x 

I.cs produits des facteurs correspondants aux racines 
données par A = i et par a = a sont 

a:’ — COJ. ^ T -}- I :=: je’ — Z* COJ. 72° -j- I 
.T* — 2a COJ. | TT -j- I = x' — 2x COS. 144^ -f-I 

en sorte que 

a; 5 — 1 =z(x — 1) (x 1 — 2 xcos. 72<4-l) (a; 3 — 2x cos. 144 0 -j-i) 
Soit , pour second exemple , l’équation 
x 6 — 1 = 0 

pour laquelle’ on a »i = 6 et 

x = cos. ~ n + sin. t . \/ — 1 
Pour a = 0 , on trouve 
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X -cos. O* + sin. o° -l/ I =-{- I 

I 

xm . . . ,x=.cos. ^ x + sin. ^ x]/-i -cos. 6o°. + sin.6o*. V*-i 

l 

K=2. . . .Xzxos. | t + sin. j T\/-l =cns. 120°+ sin. 120°. \/-i 

Xr=3. . . . .rrc Oi.T+ii'n.T/ — I— — I 

les facteurs réels du second degré seront donc 

(æ 1 — j)(x*—2x COS. 6o°-^-l)(x' — 2X COS. X20°+I=-** — I=o) 

Les racines de l’équation 
tl . x m —r=o 

se eonstruisent d'une manière fort simple au moyen du 
”* cercle : en ettet , après avoir divisé la demi - circonférence 
ARB en un nombre m de parties égales et numéroté toutes 
ces divisions en commençant par l'extrémité à gauche du dia- 
mètre , qui sera zéro, qu’on joigne les numéros pairs, on 
formera une portion de polygone régulier AMM’ etc : si des 
sommets des angles de ce polygone on abaisse des perpen- 
diculaires sur le diamètre , elles seront sin. — • ir et les dis- 
tances au centre seront cos. — x : ces perpendiculaires re- 
présenteront donc les cocfficiens de \/ — i et les distances au 
centre donneront la partie réelle des racines. Au point 
A, on a 

x — cos. o + sin. o . y' — i = — f- t 

Si m est pair, il y aura en B un point de division de nu- 
méro pair, pour lequel 

x — cos. rr sin. T . \/ — I — — I 

Maintenant dans le cas de ^ nombre pair , où de m — , 

il v aura en R un point de division de numéro pair, auquel 
correspondra 

x — cos. ~ -f- sin. I V— i=-B/— 1 

et comme, une racine imaginaire de la forme et -J- C j/ — 1 
en suppose une autre telle que *t — Ci/ — 1 . on aura aussi 
dans ce cas 

* = — \/~ — » 

Les 
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Les racines de l'équation 

x m -f- i = o 

sc construiroicnt semblablement : maïs alors il faudrait 
joindre les numéros impairs , et il est visible que les arc* 

ainsi déterminés seront compris dans ^ e t q Ue 


x = cos. t + s in. îirtl i r . ]/ — i 

m m 

- * * * 

sera la formule générale des racines , ce qui se vérifie en 
élevant la valeur de a; à la puissance m et ajoutant l’unité , 
car on a # 

ze m -j- i — COJ. (2A+l)ir i s in. ( 2 à+i ) ir. V — 1 + 1=0 


, L’équation 

x m + i — o 

n’aura pas de racines réelles dans le cas de m nombre pair, 
parce que l’extrémité h droite du diamètre, ou le point B, 
ne peut être le sommet d’un des Angles du polygone. Cette 
conséquence résulte encore de ee que le nombre des racines 
imaginaires étant toujours pair , il faudrait , dans le cas de m 
nombre pair , qu’il y eût deux racines réelles , ce qui est im- 
possible, puisque le point A ne peut être le sommet d’un 
des angles du polygone. Si ” est impair, un des points de 
division tombera en R , pn aura 

X = COS. J + JWÏ. j l/ I = + J/-+I 

et conséquemment une autre racihe 

• **•••♦ • 

x = —* ]/ — i 

Dans le cas de m nombre impair , on verra aisément que 
l'équation proposée ne peut comporter plus d’une racine 
réelle qui sera — i. ' ' w - ; -. ■ *’ ' •' • • 

Toutes les racines de l’équation x m — i = o sont donc 
comprises dans la formule 

x — cos. — ■ ir + sin . — vr l/ — i 
mais . ... _ 

cos. ~ T+sin. — -T. y — l—(cos. ~ T+sin. - T. ]/ — lY 
Tome 11 % . B b 


i 
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donc si on suppose 

cos. 3 rr -f- sin. î- rr i/ — X = « 

w tn 

toutes les racines seront réprésentées par les puissance* 
successives et , et* , « 5 , etc. jusqu’à et"* qui est toujours l’unité , 
ce qui est évident , puisqu’on a 

et m — i — o d’oi\ tt m ss i 

ces racines correspondent aux valeurs x=i,=r2, ... = w, 
hypothèses qu’on peut faire, puisque, comme on l’a vu 
(page 377), on a la même racine pour x=:o ctx = z». 

* ai 

Dans le cas de m nombre pair, on a et* = — 1 , ainsj qu’on 
l’a trouvé précédemment 

Toutes les racines de l'équation «► 

*"*—1=0 

peuvent être représentées par les puissances x r * , 2*«, rr.eia 
de l’une quelconque oé dê ces racines pourvu que m soit un 
nombre premier ou que p et m soient des nombres premiers entre 
eux. Soit, par exemple , m =. 3 , les racines seront a., a 1 , et 3 ; 
si l’on prend à la place de et la racine suivante , on aura 
les trois racines a? , «c 4 ,« s qui à cause de et 5 = 1 deviennent 
•i ‘ , et , et 3 les mêmes que les précédentes. De même , poui; 
m= 5 , les racines seront et , et’ , et 3 , a. 4 , et 5 et si au lieu de et „• 
on prend et* qu’on élève aux puissances successives 1, 2,3,4 
et 5 , on aura a’ , et 4 , et 6 , et 8 ,et'° qui , à cause de et 5 = 1 , 
deviennent et*, et 4 , et, et 3 , «t* : prenant «t 3 au lieu de et, les 
racines deviennent et 3 , et 6 , et 9 , et' *, et' = , ou et 3 , et, <t 4 , et*, et 5 , 
et enfin supposant et 4 pourct, on trouvera et 4 , et 8 , et' *, et 1 6 , 
a‘°, ou et 4 , et 1 , et , et et 5 de sorte qu’onjretrouvera toujours 
les mêmes racines, mais dans un ordre différent. , 

En général , soit etP l'une quelconque des ,m racines et, 

et 1 , et* et m , p étant un nombre premier : pre-, 

nant cette racine et? aulieu de et , on aura celles-ci etP , <t*r , 
«t 5 *. .... .et m P : or , si après avoir ôté de chacun des exposans 

2 p , 3 p, qp mp le plus grand multiphe de m qu’il 

contienne et désigné les restes en nombre m et chacun < m 
par p,q,r , s etc., d’où résulteront les puissances etP , et? * 

«t" et”> , on peut prouver que les nombres p,q, r,s.. ..m 

dont aucun n’est > m , sont tous diilérens entre eux, néces- 
sairement ils ne pourront être que la suite des nombres 
* i, 2, 3 , ...... m et coflséquemment il sera démontré quo 
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Jcs racines uP , ufi . . . . . tt m sont les mêmes que et, et', a. 3 . ,a. m • 

or, les nombres p,q, r m sont tous dillérens entre 

eux ; car pour que deux de ces nombres ç et s , par exemple , 
fussent les mêmes , il faudroit que la dillérence entre les 
nombres 4/7 et 2p que nous supposons les avoir produits., 
fût exactement divisible par m , ce qui est impossible , lors- 
que m est un nombre premier ; donc les nombres p , q , r. . .m 

sont tous dittérens entre eux et les racines a? , ctv , 

sont les mêmes que les racines et , et* , et 3 ... . .<o n ^ 

La démonstration précédente conviendra encore dans le 
cas où m ne seroit pas un nombre premier , pourvu que p 
et m soient des nombres premiers entre eux. 

L’équation 

x m — 1=0 

* manquant de tous les termes intermédiaires entre le premier 

et le dernier, les sommes des puissances \ rt ,n mt {m — 1)"* 

des racines seront nulles , d’après les formules démontrées 
(page 3 i 5 ). La somme des puissances m des racines sera 
donnée par la formule trouvée ( page citée ). 

+ + mV= 0 

laquelle se réduit à 

S — m = o d'où S m — m 

I.es sommes des puissances des racines dont les exposans 
ne seront pas des multiples de m seront nulles , etcelles des 
puissances des racines dont les exposans seront divisibles par 
pi deviendront égales km, ce qui résulte immédiatement de 
la formule T, donnée ( page citée.). 

Si dans l’équation 

—1 = 0 

«n fait ' ’ >• 


x ~ y 

on aura là transformée 

y m — 1 — o 


dont les racines sont 1 , i etc. ou 1 , «T - * , «t“* , ets- 

conséquemment 

j 4 - 4“ 4- ( af é )-*'"/+• ». .+ *= m 

* 11 P n 
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et d’après ce qui a étc observé plus haut 


I -f- (*) 


,'km + r) 


-f etc. = O 


c’est-à-dire , que les sommes des puissances négatives des 
racines de l’équation 

x m — x=o 


se comportent de la même manière que celles des puissance» 
positives des mêmes racines. 

On prouveroit de la même manière que les racines de 
l'équation 

x m -J- i — o 

jouissent des propriétés 

S = — m ; S — O 

mk im-hr 

La résolution de l’équation binôme 
xm Hh a m = o. 

fournit le moyen de démorttrer la propriété du cercle 
dont l’énoncé est renfermé dans le théorème suivant. 

Si dans un cercle décr 't d’un rayon = a , on mène un 
diamètre quelconque , qu’à partir d’une des extrémités de 
ce diamètre , on divise la circonférence en 2 m parties 
égales , et que l’on désigne par o , I , 2,3... .m — i etc. ces 
divisions ; eh faisant répondre o à l’origine , si tfun point 
quelconque pris sur te diamètre ou sur son prolongement , 
et du même côté du centre que l’origine des arcs , on mène 
des droites à tous les points de division , le produit de toutes 
ce/ es menées aux numéros impairs est égal à la somme des 
puissances m du rayon et de la distance du point Ji.ré au 
centre ; celui de toutes les droites menées aux numéros pairs 
est égaie à la différence des mêmes puissances. 

W. Du point M' , si on abaisse la perpendiculaire M'P , on 

„ K aura 

Fig. 

4- OM' — OP *-f- PM' 

mais M* P représente le sinus de l’arc MM ' dans le cercle 
pour le rayon — a , et CP en est le cosinus; on aura donc 
en prenant les sinus et cosinus tabulaires calcules pour u* 
rayon égal à l’unité 
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•PJf* = a sin. MM 1 , 

C P = a cos . AfAf* 
d’ailleurs représentant OC par 2 , on a 

O P — & — CP — ac •— a cos. MM* 
et OÆ/ f ’=.r*— » zaxcos. MM' a' cos.* MM’ *-f a 1 sin . * MM* 

— x* — 2a x cos. MM 1 -{-a * 

► 

Les valeurs de O M", o M" 1 etc. s’obtiendront en substituant 
dans celle qu’on a trouvée pour OUI 1 les arcs MM ", MM'" etc. 
à l’arc MM'. Si on ne prend que les arcs qui répondent aux 
numéros pairs et qu’on désigne toujours par ir la demi-cir- 
conférence, on aura 

MM" = ïr f MU" = ~ , etc. 

d’où- 

OM " —x^ — 2 ax cos. ~ _j_ o* 

OM ty ■szx* — 2 axent. * 4 - «* 

W 

mais les lignes 0 M" , O M' r etc. ont leurs correspondantes 
O/n" . Om' r etc. placées de l’autre côté du diamètre, qui leur 
sont respectivement é gales , cif sorte qu’on pourra écrire 

OM" X Om " au lieu de OM" etc. : on remorquera eu même 
temps que OM = x — a. Cela posé , 00 a vu ( page 270 ) 
que les facteurs de lcquation 

x m — a m — o 

m étant impair , sont 

( x—a ), (x‘—2 ax cos. ~ -f- a 1 ), O*— 2ax cos. & 4- a») etc. 
ce qui donne 

x m —a m —(x—a) (x'—zaxeos. -\-a'){x'—2axcos. ~ -fa*) 

etc. . 

= 0MX OM" X 0AT r -f 0M T ’ ètc. Om" X Om'» X 0™" etc. 

Dans le cas de m , nombre pair, parmi toutes les lignes • 

menées du point O aux numéros pairs , se trouveront les 

Bb 3 
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lignes OM et O B qui correspondent aux deux extrê-î 

mités du diamètre. , 

Les arcs qui aboutissent aux divisions impaires , étant 

égaux à — = — — = — etc. on trouvera 

a m 77i J an» r» 

O M‘ — x 1 — 2 ax cos. - 4- o* 

7/1 1 

OJW"'* — X* — 2 ax cos. — + <I» 

m 1 

OAl T = x* — 2 ax cos. — -j- a* 

771 * 

Mais dans le cas de m nombre impair 

x"+a"*=(x+a)(x 1 - 2 axcoi. ^ -f-a 1 )(x 1 - 2 ax co^ • ^ +a')ete. 

substituant donc les valeurs, et observant que OB = x -f- o-, 
on aura 

OB X OJH'X OAf" f X OAf^etc. X Om’-\-Om‘"X Om'e te 

Dans le cas de m , nombre pair , les extrémités Af et B du 
diamètre porteront des numéros pairs , en sorte que la ligne 
OB n’entrera plus en facteur. 

D'où résulte encore cette propriété dans le cas de m 
O à toutes tes divisions paires et impaires , en y compre- 
nant celles qui aboutissent aux deux extrémités du diamè- 
tre , sera 

( x m — I ) ( X 7 * -f i) =X*“ — 1=0 

Les équations de la forme • • 

x*" — 2 p x M -j- q = o 

peuvent être traitées comme celles qui ne renferment que 
deux termes : en résolvant la précédente à la manière du 
second degré , on en tire 

x m — p + p‘ — q. 

Tant que p* seça plus grand que q , les valeurs de a" seront 
réelles , et les représentant par a et C on aura les deux équa- 
tions ' 

X” — A = O 

\ x m — - £ = a 
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dont on sait trouver les racines d’après ce qui précède*. 

Lorsqu’on aura p* < q , les valeurs de x n seront imagi- 
naires , et on leur donnera la forme 

x m — P ± iS — 1 V q—pî' 
p—n , ^ q—p ' ~ à 


et faisant 
on aura 


a + b y —I 

et il ne s’agira plus que d’extraire une racine du degré 
de l’expression 

a ± b Ÿ — 1 

Comme on ne peut supposer en général 

a + b V — 1 = cos. <p ± sin. $ ]/ — I 
parce qu'on n’a pas , en général 

a* + b 1 = I- 


m 


a = k cos . ç> , b ■=: k sin. 


on fera 
d’où 

à* = k * cos. * ç , b 1 = k* sin.* Q 
et conséquemment 

a v -j- b* = k* et k =5 6* = \ /q 


_i/; 


VV + 6’ w 


donc 

a- p 

cos. a — — -rr=r — 77" • 

]/*’ + b* v * ? 

en sorte que 

a + ô-j/ — 1 = coj. + sin. $ 1/ — 1 ) 

mais comme les arcs <p , ç -4- 2 ît , $ -f- qw <p . <+■ 2nir , « 

étant un nombre entier quelconque , ont même sinus et 
même cosinus f on aura 

& m —k\ cos. (<p + 2 n<r) + sin. (q>+ 2 mr ) y — I £ 


x = 


=*’ 

Bb 4 
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expression générale de la racine cherchée : en faisant succes- 
sivement 7 i=o, «=i , 7 i =2 etc. , on en tire 

I 

me <t, a > 

x r = k |coj. -±sin.~ V — i £ 

Z 

x v = k \cos. îifl .+ sin. y/ — il 

£ /Tl J 

I 

x«" = *"W î±iï + sin. i} 

Le nombre de ces racines ne peut aller au-delà de m , car en 
faisant n -=.m , n — m i , on retrouve les racines corres- 

Ï ondantes à m — o, m = i etc. Si l’on multiplie l’un par 
autre les facteurs simples. 




le produit x* 


■ * a 

k m représentera 


■ 2 k co s . 


PI. 

K 

re- 

s. 


tous les facteurs du second degré de la proposée, 
ta résolution de l’équation 

x*** — 2 px m -{-<7 = 0 

renferme la démonstration du théorème de Moivre , oui com« 
prend celui de Cotes comme cas particulier. En voici rénoncé. 

Si on partage un arc AG en un nombre m de parties égales cha~ 
cune à AM, et qu’à partirdupoint M , on divise la circonférence 
en autant de parties égales que AM est contenu de fois dans 
AG , et qu’en suite d'un point quelconque O pris sur Je dia- 
mètre ou sur son prolongement , on mène les lignes OM , 0 1 , 
O 2 , etc. , à tous les points de division , le produit dos quar- 
tés de ces lignes sera égal à 

X, . jv ,m — 2 ae m cos, ç -{• I 


\ 
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en nommant 9 Varc AG , x la ligne qui joint le point 0 et le 
centre du cercle, et supposant le rayon égal à lumte. 

Soit 

m — 4 


ce qui donnera les quatre lignes OM , Ox , O2 , 03 , on aura 
ÔMzzzÔP^MP = (x-GP)-\-MP — 
jb* — a xcos. I + cos . x ' | -f i/n.*| = ** — 2* co*. J + * 





03 ={*-<»«. +**■-• (-^ 

= ** — 2.» COS. ^ 6 -J- X. 

mais la résolution de l’équation x B — 2x* cos. 9 + 1 0 * 

donne 

x s -ar 4 tfoj<p+i=|"»*“2xcoj^-4-i H" - 2.X CO S (rr>‘\ 
|a.»— 2*C05(^-^)+l| \ *' — 2XC0j(l±~)+l| 
en observant qu’alors k = 1 ; d ou on conclut 

ÔM XOl XÔ2X03 = *‘ — a à: 4 cos. 9 + 1 

- 1 

Si 9 = w , alors cos. 9 = — 1 , 

et l’cquation v> 

x 8 — 2 x* cos. 9 -{- 1 — 0 

. t r 

sc change dans la suivante . , 

x 8 -f- 2 a; 4 + i = o • ; . 


» 
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et extrayant Ta racine quarrée 

Æ + -f- i = o 

ce qui fait voir que le théorème de Moivre contient celui 
de Cotes. 

De la résolution des équations littérales » 

Soit l’équation 

x 3 — acb'x ' — d'h 1 ] x-\- a s b* = o (t). 

■fa s 4 f > -f-a 7 ê* 

•j-cd J — za*b 3 c 

dont on demande les racines finies , si elles sont commensu- 
râbles , et ensuite infinies , si elfes sont incommensurables. 

JJ abord on supposera x — a m , et si on est tombé sur 
une racine de l’équation , nécessairement après avoir or- 
donné le résultat par rapport aux puissances successives 
x ] a e ^ re ? » ^ es coefficients de ces puissances seront égaux 
a zéro ; mais on conçoit que pour qu une telle réduction ait 
beu , il faut que la puissance m de a , soit telle qu’il 
ny ait pas dans le résultat de la substitution, un terme 
unique de plus haut exposant de la lettre a, parce que ce 
terme ne pouvant se réduire avec aucun autre, sa destruc- 
tion seroit impossible. Soit d’abord, par rapport à la pro- 
posée, x sx a** , et on aura cette ligne des plus grands ex- 
posants de la lettre a 

, a 3 .*.’, <*?*,«**, a* 

cette supposition n’est pas admissible , parce que a Za est le 
seul terme de son espèce. 

x-zza* donne ç* s , c* * , a J 1 , a* 
xzza* a Jt , a 9 , a Xo , a* 

_• 

ïivpothèses qui doivent être rejetfées , parce que les termes 
o‘ s et a" ne se trouvent pas répétés. Soit enfin x = a x 
doù résulte pour la ligne des plus grands exposants^ 

a? , a 7 , a 9 , a B . < 

supposition admissible , puisqu’elle fournit deux termes 
qui renferment la plus haute puissance de la lettre a , et 
qu ainsi les termes de a 9 peuvent se détruire. Ces d^ux 
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a* — b* a» ' 


3g i 


termes sont 
or si l’on eut supposé 

x = ka* 

1c étant une indéterminée, là condition 

k 3 a > — k è* a 9 =o : ^ 

auroit donné ■ b 

donc ± * .■ «t : le M^tenn. ? «g» ' 
quation proposée, boit x — a , cc q u i 

des plus hauts exposants de a 

a* , a* , a 9 , a * 

et faisant, comme dans l’exemple précédent ,* = * ° » le ‘ 
deux termes de « a seront 

— jfc b' a 8 -J- b* a 8 =o d’où k =6* 

donc a* 6* est le premier terme d’une frmsième racme de 
l’nmiahnn nrnnosée. Toute autre supposition seroit a rejeter » 


Wous verrons mencoi comment ' „ni n p« 

séquens des trois séries qui expriment les trois r 
Soit , en général , l’équation 

\ *-+V f -F"+ 

n 4-etc.l +etc.f -f etc. I 

la ligne inférieure contenant les termes sous r ordonnés , par 
rapport à la lettre a : on demande quelle puissance de la 
lettre a il faut substituer à la place de 1 inconnue * pour 
que deux termes aient la même plus haute puissance de U 
lettre a. Si l’on suppose 


a 

+ etc 


x = a 

■ * 1\ . - - 

-m'e n* -t-m n c . ■ 

-p . a etc. t=s o 


la proposée deviendra 

rt+me » 
a -f- ci 

-f etc. -f ctc * •+■ etc * 

Considérons deux exposans quelconques , par exemple , 
a m e et nf •+■ mte : suivant qu’on aura 
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n-}- m c > ou = ou < n' -j- m r g 
on aura aussi v 

^ ^ n f — n 

e > ou = ou < > 

m — m r 

PI - - * 

A ' Soient maintenant Am — m,A m 1 —m 1 , m n—n,m'n '■=. n* 
Fig. et menons une ligne NM qui lasse avec l’axe des abscisses 
5 J‘ un angle dont la tangente trigonométrique = e : si cette 
' ligne marchant parallèlement à elle même, jusqu’à rencon- 
trer le point n , laisse le point nf en dessous , alors on aura 

n r n 

e m— 'i n ' °“ n + m c > n' + m* g 

Si cette parallèle à MN passant par n , laisse le point • 
n' en dessu^ on en conclura 

e < - — d’où n m g < n f m’ g 

tn — rrv 

Si la parallèle rencontre les points n et n * , en même- 
temps , la substitution x = a* donnera deux termes de plü» 
grands exposans égaux. 

Généralisant le procédé, prenons pour abscisses les ex- 
posans de * , et pour ordonnées correspondantes , les 
plus hauts exposants de a dans chaque coefficient des puis- 
sances successives de x. Si on veut avoir deux termes qui 
renlèrment la même plus haute puissance de a , il faudra 
incliner la ligne passant par n, jusqu’à ce quelle rencontre 
un autre point situé de telle manière quelle laisse tous les 
A ' autres en de-ça , par rapport à Taxe des abscisses : alors la 
Fig. tangente de cette inclinaison , sera la puissance cherchée 
7 de la lettre a : on obtiendra donc le premier terme d’une 
des racines , en égalant à zéro les deux termes corres- 
pondans de l cquation , et tirant de là la valeur de x en a .. 
Par exemple dans l’équation (r), on auroit 

A m ■=. n ~n — o , Am' —m' — 2 , m' n' n' — 1 , 

Am"-m"=.i , m"n"~n"—G , o , m"’n>"xz n H '=S 

les points n ' et n'" doivent rester au-dessous de la ligne 
mn", parce que des proportions. 


rn m" : m m 1 : 
m m" : m m"‘ \ 


m"n":y\ , f y — 


y — 3 > m' n' 
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donc il faut égaler à zéro la somme des deux termes qui 
contiennent a avec les exposans n = o et n"=z6, ce qui 
donne 

x* — a 6 b* x — o d’où x — + a 3 b 

comme on l’a trouvé plus haut; d’ailleurs on auroit la tan- 
gente trigonomé trique. 

»" B j , , 

e = ^T^' = 5^ = 3.donc^ = a » 

Pour obtenir une autre valeur de e , on inclinera la ligne 
passant par lepoint n" , jusqu’à ce qu’elle rencontre un autre 
point , en sorte que dans cette position , elle n’en laisse aucun 
au-dessus d’elle , et s’il arrive qu’alors elle passe par trois 
points, on égalera à zéro la somme des termes correspon- 
dons, ce qui donnera les premiers termes d’autres raciües , 
et ainsi de suite à l'égard de tous les points qui se trou- 
veront sur le périmètre de ce polygone. Dans l’équation 
proposée , comme le point n" 1 est le seul à la gauçhe de n" 
on égalera à zéro la somme des deux termes correspondans 
ou de ceux dans lesquels la lettre a est allectée des expo- 
sants n" — 6 et n" 1 = 8 , et qui sont 

— a 6 b 1 x -f- a 8 b* — o d’où x — a 1 b 1 

ainsi qu’il résulte de la première méthode. On trouveroit 
pour ce cas ••••«•■ 

4 , ^ 

e — — = 2 , d’ou a‘ —a? 

2 7 

substitution déjà connue. . 

Il est aisé maintenant de se rendre raison de la règle 
suivante, donnée par Newton, dans son arithmétique uni- 
verselle. 

Pour résoudre une équation littérale , on mènera , à an- 
gle droit , deux lignes A X , A Y qu’on partagera en autant 
de parties égales, qu'il y a d’unités dans les plus hautes a 
puissances ae x et de y que nous prendrons ici pourn, Fig. 
puis après avoir coordonné tous les termes de l’équation *■ 
proposée horizontalement, par rapport aux puissances de x , 
et verticalement par rapport à celles de y , on placera tous 
les termes qui sont en tête des colonnes verticales , dans 
les cases de même x et de même y , et au moyen d’une 
règle , on trouvera , sur le champ , tous les termes des équa- 
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tiuns partielles, qui fournissent les premiers termes des 
racines. Faisant une application de ce procède a 1 équa- 
tion (i) , dans laquelle on changera a en y , on trouveraque 
les lignes qui passent par les cases y*x» et y 6 x , y 6 * et x y , 
laissent tous les autres termes en-dessous , et on doit poser 


x l — L> x y 6 x =o 
— Z,» y 6 x b* y 9 =0 



résultats obtenu précédemment. 
Reprenons la formule 



\ 


comparant le premier terme avec chacun des suivants, on 
formera la suite des valeurs de e , en divisant la diliérènee 
entre l’exposant de a , dans le second terme comparé , et 
celui de la même lettre dans le premier terme , par la 
ditterence prise en sens contraire , entre les exposans de 
» ce qui donnera la suite des tractions qu’on voit au-des- 
sus de la première ligne horizontale de la proposée ( on 
doit faire abstraction des autres termes qui ne sont qué 
sous-ordonnés ). Les plus grandes valeurs de e, correspon- 
dent donc aux termes — 8 a 1 x et a 8 , ce qui veut dire que 
les extrémités du premier côté du nolygonc répondront aux 
termes «ar 5 t et — 8 a 7 x, et que celles du second côté abou- 
tiront aux termes — 8 a 7 x et a» , en sorte qu’on doit poser 
les deux équations. 

tarera 1 Vl 

\ X ~T 

et comme V'E admet quatre valeurs , on aura de cette ma-» 
mère les premiers termes des cinq racines de la proposée. 


ax s — E a 1 x~o 
— 8 a 1 x ■+■ a 8 — o 
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Nous procéderons à la recherche de quelques termes des 
racines ue l'équation 

• 1 1 

» T 

my 3 — x z y — mi r* = 0 

résolue par rapport à y . En appliquant la règle donnée ci- 
dessus, on trouve 

JM.V* — = ol ^ onc fy = ± m 11 x' -f etc. 

x 3 y -{- mx 3 z= oy ^ _y — — m -4- etc. 

Pour avoir les seconds termes , on supposera 

' » 1 . 

y — -\-m * 

cette valeur substituée dans la proposée , donne , toutes ré- 
ductions faites . . — r >>, — 

» 1 1 

* • . .» 

l l ev.r 1 ' t . .“'f 1 

— o (^4) 

~ k *■ 

d’où on déduit ’ . ... .. — 

- 1 4 

mz x +3m’a; , î + 2 a - ! =0 (B) 

; > «zi-,. f 

2JC* Z — » zw.r 3 ■= O. . (B 1 ) 

(B) donne • , 

-i l i -il 

* — — »* * « * et a = — 2 zn 
valeurs à rejetter , parce que l’une substituée pour z dans 
y , donneroit zéro , et l’autre rendrait le premier terme 
de la seconde racine : on tire de (B') 

„ 1 » 

Tj . . 

second terme de la première racine.’ 

La substitution dans la proposée de * 

f. _* x > ’ 

Y “ z — - m x 

donneroit pour transformée en a 

I '2 1 - ~ ■ 

9 - - a 9 **» - **•*• 

« 1 î 

ms 5 — 2m* x* a 1 -J- zx 3 z — = o. . . , .(C) 
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et d’après k règle 

mz x — 3m 1 x' z -{- 2x 3 = o . .. . . (Z>) 
zx i z — mx 1 — o (JD 1 ) 

d’où résultent 

.11 -i L 

z = -f- i« i , z = -(- - m *x % 

valeurs à rejetter de la seconde racine : on auroit ensuite 

• r 

z = 4-” ... 

* 2 

On connoît donc déjà*lcs deux seconds termes des deux 
premières racines. Faisant ensuite dans l’équation donnée 

y = — m-j-z 

et elle deviendra 

O ï ' •; P j 

mz l — 3 m* z* — x 3 )z — m* z=o. .... .(2?) 

+3m'( 

et appliquant la règle , on trouve 



x 3 z -f- m* } t 

Nous avons donc déjà Irouvé 


_i 1 - 

y=zm 1 x * “f- ” -f- etc. 

_i 1 _ 

y=z. — m ‘i’+ x + etc; 


y=—m — etc; - 

Nous procéderons maintenant à la recherche de» troisièmes 
termes et , à cet effet , nous ferons dans {A) 


ce qui donnera 


m « 

z— - 


mu* -f-3/w* x*]u*-\-2x 3 ^ |b + ? /»*»“) = o 

+3/7,ï *l +ÿ 

+ 3 w î l e • 


4- 

i â a 


donc , 
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donc , d'après la règle, ou aura les deux équations 


i î 

a a 


mu*-{-3m x u-\-2x*~o 


% )_ 

a â 


2Æ » w-f- \ nt' x* ~6 d’où u ■=. — - m 1 x 1 

la première équation devant être rejettée parce quelle est 
la même que (B). Pour trouver le troisième terme de la 
Seconde racine , l'aisons la même substitution pour z dans 
l’équation (<7) qui donnera 

4 i 


i i 

— 3 m* x* I u‘ -f- 2 as 3 


i 
t 

i i 

! u — i m'x* =0 




V _ 3 

3 a a 

m X 


+ 


de laquelle on tire les deux suivantes 

JL 2 

mu* — 3 m*x*u -j- 2x 3 =± o 


i 2 

* * «,4 . 


2 x 3 u — 4 m'x" — o 


ta première répète l’cquation (D) et la seconde donne 


i _ l 
u ~\m'x * 


Passons enfin à la recherche du troisième terme de la troi- 
sième racine et pour lë trouver , liaisons dans (E) 


x ~ u 


«n 4 

xi 


en parviendra aux deux équations 

x 3 ) ( _ *s * 

WM 1 — x 3 = ol la sa m x 

3,10 ? . /d’où\ 3m 7 

x 3 u >-f- 3 m 1 x * = ol J k — — 


en sorte qu’on aura 
Tonte II. 


valeur déjà trouvée 


Ce 
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y = m ’ x x + ~ — ! m x + etc - 

y = — 771 + J + x + cfc * 

m* 3m. 7 

y = — m — — ir ~ etc. 

En continuant de cette manière , on trouvera , sans peine , 
autant qu’on voudra de termes suivans. On remarquera 
que les équations qui fournissent les valeurs de s, b, etc. 
doivent toujours être du premier degré; car , autrement, 
elles donneroient plus de racines que n’en importe la 
proposée. 

Développement en séries des quantités exponen- 
tielle, logarithmique et trigonométriques. 

Soit l’exponentielle a* à développer en une série procédant 
suivant les puissances de a? j je décompose a x ainsi qud suit 


f 

3 â 


d’où 


= $! + («— O l* 


=I+^(<J- i) + X( y -a — (U— O' 
4. *• ( 1 ) ( x ~* ) ( a I )* + etc. 

1 1.2.5 v 

et ordonnant par rapport à x 

(<7-1 )* 


a r =i-j-x^(ff — 1 ) — • - ^ ■ + 

4 - ** \ J +* 3 { 


(« — ‘) 3 _ 
3 

l -{-etc. 


u 1— r/ 


(B) 

d’où l’on voit que l’exponentielle a * peut très-légitimement 
être supposée égalé à une série procédant suivant les puis- 
sances de x. _ 

Soit donc ’ 

a* = 1 -f- Ax -{- Bx* -}- Cx 3 -{- Dx 4 4- Bx s -f- etc. 

Pour évaluer les indéterminées B, C, D, etc. , on partira de 
cette propriété dont jouit 1 exponentielle a* de donner des 
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résultats identiques soit qu on l’élève au carré , ou qu’on lasse 
x — 2 .x : dans le premier -cas on a 

a tx = "1" ^ "1" ï6D« 4 -!-32 Ex s etc. 

et dans le second 


Îx'+2D ■ 

\x*-\-2.E "Jx* 

} + 2 ^ r 

» +2 Ad\ 4 etc 

)• 4 **! 

1 +22?C) 


Egalant les côefficiens dcs%iêmes puissances de x dans les 
deux membres de l’identité précédente t ou trouvera 

B-=x\A' 

C x=~~ A' 

3.3 

• --- D= - 4 - A * 

2.S.4 


E — 


a.3.4.5 

etc. 


A • 


donc 

a 


=i+^4 


— +“XT + TI? + oTTs + etc CO 


^ étant le coefficient de j» , on a d'après la série ( B ) 

) _ fc=l£ + ^ _ Ü=Ü‘ .+ etc . . .(fl) 

et faisant a: = idans (C) , il vient 

A* 

a- - 
•3 

I.es séries (E) et (E) démontrent qu’il existe entre, a et le 
nombre A une telle relation que l’une de ces quantités étant 
donnée , on peut toujours trouver l’autre. , •; ' 

Soit e la valeur numérique de a lorsque A = 1 , on aura 


, . , A' , a 1 , A* A* . , , 

a — 1 -J- A 4 T -4- — 5- *4- j ' ~y *4- etc (.£) 

' ' i.a 1.2.} ^ 1. 3.3.4 ' «.a. 3 . 4.5 1 ' * 


e 

et 


l + i+ - 4- — - 
1 1 1.3 ' 1.2.3 


1.3.34 i.2.5-4*0. 


4- etc. 


.(F) 


- = * f x 4 ^ rf h + zbî + a -fc U * 


Ce 
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Ce nombre e n’est autre chose que le nombre B -f- I trouvé 
page 22 9. En évaluant la série (F) , on treu e 

<* — 2, 71828 18284 59045 23536 028 , etc. 

Si dans la série (G) on fait x-=zA , on obtiendra la suivante 

t d— i + ^ + 4 + ï* + + + etc * * * ’ ^ 

laquelle n'est autre chose que la série (E). 

, o n a donc entre la base quelconque a, la base particulière 
e et le nombre A cette relation . . 

1 

v . A 

eA — a , d ou a =0 

Si on prend de part et d’autrè les logarithmes pour la base * 
on aura 

§ =3 tog.e , d’où A ezt -i— 

Si ces logarithmes sont pris dans le système dont la base est 
e, employant un autre caractéristique l pour les représenter , 
ou aura 

-la — 1 , d’où A— la 

~parce que le logarithme de la base est toujours l’unité : on se 
rappellera donc que l a est le logarithme de la base a , rap^ 
porté au système des logarithmes ,de Neper , qu’on nomme 
communément logarithmes naturels ou hyperboliques. Lurs- 
• 0 ue<* devient e , on a 

Faisons successivement , a— 

A sa valeur dans 

A =2 l.a 

1 

on aura - 


, et mettons pous 


l (1 + b) =e b -- y + % “ T + ctC * 
l (1 — b)— - b - >1 - Ç. _ Ç _ etc. 


*1 _ Ü _ 

.a. S 4 

et retranchant le second développement du premier, il vient 
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Pour rendre celte série convergente , on fera 

=1+ “ d’où b = - 4 - 

i — b 1 n a/i+u 

et conséquemment 

7 0i+ i)= 2 \t^z + 3 (^rVü) 1 + s + etc - £ 

mais réduisant' i -f- ? au dénominateur n } on trouve 
n 

'0+:)='(=?)='(”+“’'-'’‘ 

donc faisant «’ 3= I , il viendra 

«” + .)=">+ * \~ + i(jiî)'+ s(;ir)‘+ " c - 1 

- ■ i, ■ • • > 

•ie di 


et on trouvera 


/.5 = /. 4 + 2 ^ + 5^5 + ~i +etc.J 
l.Bsaji + ^5 + 5^1 + 


etc.j- 


1 . 10 = 2, 3 o 258 50929 94045 68402 ete. 
et ji- = 0,43429 448x9 o 325 i 82765 etc. 

II nous reste à ramener les logarithmes hyperboliques, c’est- 
à-dire , ceux du système dont la base est e, aux logarithmes 
tabulaires qui répondent à la base a =ac 10 . Soient , à cet effet , 
les deux équations 

aP — n y e* — n d’où aP ~e* 

prenant les logarithmes hyperboliques de part et d’autre g. 
on aura 

pl.a^zq d’où p = £ 
c’est-à-dire log.n — ~ 

parce que p est le logarithme du nombre n pour la base «» 
tandis que <7 est le logarithme du même nombre pour la 
base e , où est le logarithme hyperbolique de ce nombre, 

C c 3 
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Do la relation 


N O T B » 


. l.n 


il résulte que pour ramener le logarithme d'un nombre de la 
base e à la base a , U faut diviser le logarithme du nombre pour 
la base e par le logarithme hyperbolique de la nouvelle base a , 

ou le multiplier par . Dans le cas de a = io , le facteur 

est celui que nous avons trouve plus. haut. Si donc on 

introduit le module ~ dans les séries trouvées précédem- 
• «.a 

ment , on. aura pour la base a- 

i° s .{ ) -iog.n+ £ J ~ + 3(3 »V t 7,+ + etc - \ 

Le développement 


. /• ( ï + i ) = A — 


— -f- etc. 
4 


en y introduisant le module 


l.a 


i 

7 


et supposant 
devient 


ï -f b — y d’où b =y 


ln „ v _ (y- « 1 — M y-' r-MCy- + 

°' y À 

Mais cette formule n’est convergente que lorsque le nom- 
bre y dont elle donne le logarithme est peu dittérent de 
l’unité : aussi n’ost-elle d’aucune utilité pour le calcul des 
logarithmes ordinaires. Le moyen suivant est propre a la 
rendre convergente pour tous le 9 nombres. 

L’équation fondamentale 

* y — a*. - 

peut se changer dans celle-ci 

y m — a”** d’où m x — log. y m 

m étant un nombre quelconque entier ou fractionnaire: ou 
aura donc en général 

log. y — 


i 
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d’Algebre; 

oû l’on pourra prendre pour m une fraction __ telle que 

i/v soit toujours un nombre aussi peu diHércnt de l’umté 
qu’on voudra. Supposons donc , ce qm est toujours possible , 
que la racine r de y ne contienne que 1 unité avant la virgule, 
et qu après la virgule , il se trouve s zéros , alors si on s arrête 
à L décimales, le terme {y » - i )* et , , à plus lorte raison, 
les termes suivans ue donneront rien , de sorte qu on aura 
dans ce cas - . 

r 

y 7 "—' V y — i 

lo S-y= JJT — r 

et sous les mêmes conditions 

r 

r _ V y — 1 

A— r ( y'a—i) , donc log.y = -j — — 

V 7 a — I 

Cette méthode très-simple, donnée par Lagrange dans le livre 
des Jonctions analytiques , est celle qui lait trouver de la ma- 
nière la plus abrégée le logarithme d’un nombre quelconque 
que l’on cherche isolément. Mais dans le travail de la co - 
truction des tables , où un logarithme déjà trouve peut servir 
à trouver les logarithmes suivans , la première equa i i 
transformée par des substitutions donne des séries plus iacues 
ii calculer 

Soit d’abord . ' 

y-^-n^Tn 

mettantcètte valeur dans le développement de log.y , on aura 

** vÊg = r4(râr)-<CT)’+ 

Soit ensuite 

y 1 n y _ 3* 

4 

on aura ...... 

et soustrayant la seconde équation de la première 

C.c 4 
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, n 1 — 3n4-» 

log. — lo. 


,3 _ 


n 3 — 3n— a n* — Su-H* 

° ' n’ — 3/i n 3 — lu— a 


= ;4C>-hùHAÙ'+<ïhù‘+^} 

Mais on trouve que 


B 3 — 3b + 2 ( n — )■)’ (» + î) 

b 3 — 5/i — a (n+i )* (/» — 2) 


donc 

%• *1 ~ 3 = 2 feg- ( * — I ) + log. ( 71 4- 2 ) 

— 2 log. ( n -4- i ) — log. ( n — 2 ) 
mettant cette valeur dans l'équation , on aura 
log.(n-\- 2)—log.(n — 2)'-}-2 log.( n 4- 1 ) — 2 log. ( n — 1 ) 

{G^)+ tGctb) + + etc •} 


ï’our calculer les logarithmes au moyen de cette formule , on 
donnera successivement à n les trois valeurs 3 , 4 et 7 ; on 
aura donc trois équations qui contiendront log. 2 , log. 3 et 
log. 5 , et les combinant on trouvera 


log. 2= ^[5 + 4" + etc.) 

^(aô + SÏP -H tC )-3(4+rô + ‘+ <tC )3 

log. 3 = £ [ 8 (f 4" 3^ + + etC ) 

4-6^ -^-4-_i_ 4- — L. 4-ctc.^ — 1 >( — 4 — — ~ï4^^ c l"l 
“ ^ a6 ^S.aG» 5.26» ^ J ^161^3.161* > 5.161 5 JJ 

l° 3 - 5 = £[ 12 0 + %P. + + elc ) 

^■ 8 (a6+l26 3 ^"5lâ6j 4“e ,c -) — 6 (ig-, + + sTTisT 5 *^ etC ) J 

_ • 

ensuite cherchant les logarithmes des autres nombres pre- 
miers , on aura > , 


t 
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> 

log.' J — log. 3 -J- 2 .6 2 /0-. 4 

+ â(â + OP + 5 ^ 5 » + e,c -) 

log. 1 1 = log. 7 + 2 log. IO — 2 /o*. 8 

+ r«( 357 '"3.351* OP* + etC ‘) 

log . l3 = log. 9 *4“ 2 /Olf. 12 2 7 o,3> IO 

+ r*(ë^ OTi»" 5.649*" etc ‘ ) 

/0O-, 17 = /o^. i3 -f- 2 log. 16—2 log- 14 

+ + OëP" "*■ 5 .re& 5 r + efc ’) 

T)’où l’on voit que chaque logarithme est donné par une 
sérié tXconver^entc efpar trois au^es Wnthmes connu 
pu eHet au moyen des logarithmes de 2 , 3 et 5 , on tr0l ^ve , 
par de simples additions , ceux des autres nombres jusqu à 7^ 
ceux des nombres entre 7-et 11 , entre n et id. on aura 
donc ainsi les logarithmes des nombres premiers et par con- 
séquent ceux de tous les autres nombres. 

Si dans la formule 

fo*.(i +*)=â|*— V"“T + etc -i 

on fait successivement 


1 e j. 


on trouvera 


U 11 UUuïviu , . 

log.(n+l) = log.n + ~\-k “ 4 P +<5tC - S 

log. (n — I ) = log. n — 4 * 4 * sT» 4 ~ 4»* + etC ‘ | 

Supposons successivement n=;io, =100, =1000, «1000 etc. , 
nous aurons les logarithmes des nombres 9 , n > 99 ’ * 

999, 1001 , 9999. 10001 etc. , et on n’aura que la jieine 
les écrire, car tous les chilires significatifs sont les mem 
dans tous ces logarithmes , seulement ils y sont suivis 
plus ou moins de zéros. . . ' 

De ces premiers logarithmes , on déduira sans p«me ceux 
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de leurs multiples et de leurs rapports mutuels : on aura par 
exemple , r 

l° S . S-{log . 9 = i- ' ( L + J_ + i_, — î — , ctc \ 

Nous terminerons ce qui concerne cette théorie par l’expo» 
sition d’une formule remarquable , en ce qu elle nonne par 
son premier terme, les logarithmes des nombres au-dessus 
de 1000 avec dix décimales exactes , lorsqu’on a d’ailleurs 
ceux des nombres précédons avec la même approximation. 
Pour cela nous reprendrons la série 


lp e- + V + V + V + etc '( 


si on fait 


on obtiendra la suivante 


s d’où z ~ 


% ’’=a(i=r)+i(^)'+ i (^)‘+e.c,3 


et posant n = } ce qui donne 


*-!==£=£ et 7* 

v ? 


on aura 


'-(v)=ùlS+<S)’+KS) ! +-} 

Supposons 1 

p ~ x* — a5 x* = x % ( j? * — 25 ) ~ x* ( x -f- 5 ) ( x — 5 y 

9 = X+ 25 X' 4 - 144 SS ( JC 1 — 9 ) ( x ' — 16 ) 

= (^-f* 3 )(Æ — 3 ) (.r-M) (x— 4J 

la substitution donnera 

2 log. + la g. ( * + 5 ) + hg. ( x — 5 ) — log. ( x + 3 ) 
—lag. (x — 3 ) — log. (^4-4)— .fog, (jc— 4 y 

^ L *4 —25*’+ 1 44 etc '3 

d’où on déduira 
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/r>£\ (,ï + 5) = ^ + + — 3) + %.(* + 4) 

, -j- log. (jn — j\) — !og. ( Jf — 5)— 2 /o#. * 


a_ r 7 » 

/•<*«. Lx* — a5 x’-+73 


+ iC^sx’^) + etc ] 


Pour se faire line idée de l’approximation de cette for- 
mule, on fera ai = 1000; substituant cette valeur dans le 
premier terme de la série précédente , il sera , à ,r ^' s 'P^ u 
près, = o, 00000 00000 72 etc. et multipliant par le double du 

module , ou par ~ , on aura environ o , 00000 00000 62 etc. : 
si on évalue le second terme , on trouvera après avoir fait 
la multiplication par -~ 

0,00000 00000 00000 00000 00000 00000 11 etc. 

Donc le premier terme de la série n'ajoute pas une unité 
décimale du dixième ordre , et au moyen de tables qui 
donneroient les logarithmes des 1004 premiers nombres avec 
. trente décimales , il sutüroit du premier terme de cette scrie 
pour obtenir ceux des nombres suivans avec la meme appro- 
ximation. La Formule précédente est 'duc au citoyen Haros , 
l’un des géomètres de la section des calculateurs du bureau 
du Cadastre , oh il a donné des preuves soutenues de science 
et de talent (*) , 

Nous passerons à la recherche des développcmens de 
sinus et cosinus d’un arc en des séries qui procèdent sui- 
vant les puissances de l’arc. Nous observerons d abord a 
l’égard de sin. a: , i° que tous les termes du développement 
doivent contenir l*arc x en facteur , parce que lorsque lare 
devient nul , le sinus est nul aussi : 2 0 que dans aucun de 
ces termes, l’arc ne doit être affecté dun exposant fraction- 
naire positif, ou d’un exposant négatif entier ou fraction- 
naire , parce que la série étant , par exemple , de cette 
forme 

• ^ m 

sin. x ■ssi-A x- -J- 5 x x -f-i . Gx X V 1 + efc - 
à un arc particulier , donné en parties du rayon , corres- 


( * ) Voye* le rapport fait à l'Institut national , par les citoyens Le- 
pendre et Prony t sur un ouvrage du citoyen Haros , qui^ a pour titre z 
Instruction abrégée sur les nouvelles mesures qui doivent être introduites 
dans toute la République } au i er * vendémiaire an X , avec des tables da 
rapport et de réduction 
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Fhypothése” V&leUrS sinus } ce <l ui na P a * Heu. Dans 

sin. x — Ax -J- Bv* -f- _j_ Gx~ m 4- etc. 

pour x — o , on aurait sin. o = 5 — co , ce qui est absurde : 

°» n if - pCUt n0n p 1,8 su PP°? er deux termes tels que Gx~ M 
et Hx~ r parce que la conclusion serait la même. Si on observe 
aussi que pour xx=.o , le cosinus ne devient pas nul, on 
déduira de ce qui précède cette lorme générale des dévelop- 
pemens de sin. ,x et cos. x ' 1 


sin. x : zz A x Bx 1 -f- Cx* 4- etc. * 
cos. x s a! 4- B' x 4- C'x x -\~ etc^ 
ou AB, C etc. A' , B' , O , etc. sont des coefficiens indépen- 
#iu S ■ ** ( t ,naéterm 'nés qn’il s’agit d’évaluer 

{Mais si ou observe encore que lorsque x devient — x , sin x 
de vient — sin. x, on aura 


. * = Ax + Bx 1 + Cx' + Dx ♦ -f etc, 

1 si fi* 3 c — "•/ijc-J- Bjc x — >-|« Dx h — etc* 

et ajoutant ccs deux identités , puis divisant par a 


o =Bæ*+ Dx * 4- Fx< 4- etc. 

dod Ion cohclut que les termes des puissances paires de x . 
ne doivent pas rester dans la série du sinus. On a pour 
4 " x et pour — x 


cos. x A 4 - B'x 4 - C'x 3 4 " D'x 3 4 ” etc. 


cos. x = a 1 — B'x 4* Cx‘ — D'x 3 4- etc, 

et retranchant le second développement du premier , il vient , 
après avoir divisé par a 

o = B'x 4- D'x 3 4- etc, 

cest-a-dire que les puissances impaires de x ne doivent pas 
faire partie du développement de cos. a?.0n doit donc poser • 

sin. x~Ax 4 - Cx 3 4“J?-v s 4" c tc C 1 ) 

cos. x — a' 4~ C'x 1 4- L'x' t 4~ etc. 

Pour évaluct les coefficiens indéterminés A, G, E etc. , 
nous ferons usage de la propriété suivante , qu’on démontre 
en trigonométrie 

sin. 3 J» ” 3 sin. x — 4 sin. 3 x v 


i 
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Si dans l'identité (1) nous écrivons 3ar pour «.puisque nous 
prenions trois fois le développement de sin. x et que nous 
en retranchions quatre fois le cube du sinus , nous aurons 

3Ax + 3» Cx » + 3’ Ex » -f-3 7 Gx-> -f- etc. 

= 3Ax + 3 C'jx' + zE'jx* +3<îj* 7 4- 

— 4 ^4 3 s— 3.4z4*(A — 3.^aC‘ \ 

) t )-3 AA'e) 

et comparant les coefficiens des mêmes puissances de x, 
on trouve . 

A— A . , , , . . . 

3* C —3C — 4 A 3 
3‘E — 3E — 3.4 A 1 C .. - 

3 '.G— 3G —3. 4 AC' — 3 . 4 . A‘ E 
etc. 


d’où 


et enfin 


A — A 

( 3 3 — 3) C = — 4 A' 

(3* — 3) E = — 3.4 A '* C 
(3 7 — 3) G—— 3.^.A{ C'+ AE) 
elc. , 


A = -i, C = - jJj, E = G =_ «le. 

La première équation fait voir que le coefficient A reste in- 
déterminé ; pour l’évaluer , nous observerons que n expri- 
mant le nombre de fois que la longueur de lare x est con- 
tenue dans la demi-citeonference ,"le sinus restera toujours 
le même et de même signe pour les arcs 

x,(n — i)x,{ 2 .nJ r i)x, (3n—i)x, ( 4/1 + i ) a; , etc. 
on pourra donc prendre 

B=I, B=n—i, B-=Z (-2«4- 1 ) B=xmn+ x, B=(m— i)n— I 

m étant un nombre entier pair : la détermination la plus 
simple est, sans doute, B = 1 , d’où résulte ce dévelop- 
pement , 


Ji 
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4 *o 


. âr* , * 5 

sin. x — x — 4- , — - 

i.a. J i. 3.3-4. S 


1.2.S.4.5.6.7 


4- etc* 


Nous avons trouvé pour la iorme générale du dévelop- 
pement de cos. x 

cos. x — A’ 4-C* ar* 4- E'x* 4 G'x«4-ctc. 

pour déterminer les coefficiens xJ, U , etc., nous partirons 
de la lormule connue 

cos. 2.x — 1 — 2 sin . 1 x » 

et mettant pour cos. 2 x et sin. 1 x leurs valeurs en séries , 
il vient 


A' 4* 2* C' x 4 2* E' x* 4 2* G’x* 4 etc. = 

1 -“[^râ^+rsip- 

+ ( 

i.l.a.a .ô.i J 


égalant les coefficiens des mêmes puissances de x , on 
ontient 


A' — 1 , O — — , E 1 — — — G' — * - «te 

1 . » ’ 1. 3.3.4 ’ 17 ~ x .2.5.4.5.6 * ecc * 

et conséquemment 

s. an — I — _ J =- * etc 

i.a * i.a.S.4 t.2.3.4.5.6 ^ 


COS . 


Cette méthode offre le double avantage de la facilité de 
l’exposition, et de la brièveté du calcul : cependant nous 
croyons devoir faire connoître le procédé de développement 
le plus généralement employé et que nous extrayons, à très- 
peu près , de la trigonométrie de Legendre , page 3 g 5 . 

Si on développe ( cos. A 4- sin. A j/— 1 au moyen 
‘ de la formulé de Newton , on aura 


cos.rnA 4 : sin.mA y/ — 1 cos A -L~ m cos. m - 
m - m - 1 cos m ~\ A sin 1 . A — g:"—-"»-» cos m 


1.3 


1 . 3.5 


'A sin. A]/— l 
3 .Asin 3 .A\/-\ 


1 ,m — a. w — 3 
1.3.3. 4 


cos m ‘‘.A sin*. A 4- etc. 


Faisant passer tous les termes dans le premier membre , et 
représentant par P la totalité des termes réels et par Ç y / — I 
la somme des termes imaginaires , on aura 
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p .4- ç ]/ — i — o d’où P —o et Q “ o 
et conséquem ment 

(A) cos. m jî — cos m . A — T !Lüh. cos m A sin .A 

m.m — i .m — a .m — 3 
' 1 .'2.3.4 

(S) . . . .sin. m A — m cos' 


1.3 

cos m ~*.A sin*. A 
A sin. A 


etc. 


TÏX.m- 1 ,TJt 2é m mmm 


2 . 3 


cos m 3 . A sin . s A -f- etc. 


Ces formules donnent le sinus et le cosinus d’un multiple 
quelconque d’un arc en fonction du sinus et du cosinus de l’arc 
simple , et nous nous proposons d’examiner s’il ne seroit pas 
possible d’exprimer le sinus de l’arc multiple seulement en 
sinus de l’arc simple. A cct eflct , il faudrait dans l’ expression 

Aesin.mA substituer aulieude cos. A sa valeur ^ i — sin* A ; 
mais nous remarquerons que m étant impair, toutes les 

S uissances du cosinus dans sin. mA sont paires, qu’ainsi 
ans la substitution , le radical disparaîtra. On peut donc , 
dans ce cas , exprimer sin. m A en fonction du sinus de l’arc 
simple. Mais lorsque m est pair , toutes les puissances du 
cosinus sont impaires, le radical ne disparaît plus, et il devient 
impossible d’exprimer sin. m A au moyen de l’arc simple 
seulement. On démontrera de la même manière qu’il est 
toujours possible d’exprimer cos. m A au moyen au seul 
cosinus de l’arc simple. L’exposant m étant un nombre entier, 
les séries ci-dessus sont nécessairement limitées; de plus le 
développement du binôme devant contenir m -f- i termes, 
si/» est impair, chacune des formules ( A ) et (B) en con- 
tiendra un nombre et si m est pair, la série (A) ren- 

a 

fermera - 4- 1 termes et la série (S) ne sera composée que de 

a ' - “ - 

m 

-termes. ... 

Nous pouvons écrire les développcmfens de sin. m A 
et cos. mA comme il suit > 

1 . m a C _ m.m — 1 sin. A 

cos. m A — cos .Ali 

/ i .2 cos. A 


-I .m — 2 .m — 3 sin.* A 


sin.mA — cos m *A ^ 


sin. A 


1 . 2 . 3-4 cos A A 

m.m—l.m — 2 sin.* A 


■etc. 


? 


m — — — 

C9S.A 


1 . 2.3 


tes.' A 


+ et». } 
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Notes 


En observant que = tans;. A , ces séries se transfor- 
cos. A 

nieront dans les suivantes 

cos. mA — cos m . A^\ — lang. * A 

m.m — i.m — 2.m — 3 . > 

+ mi ,an S - 4 ^ - etc.} 


sin. m A —cos.Alm tang. A - — ^ tang. 3 A -f- etc. J 

Faisons maintenant m A ~ se , et nous observerons que si 
m n'est déterminé que «par cette condition , on pourra faire 
varier A d'une infinité de manières , sans cependant que 
x varie , en sorte qu’on aura 


x-*A 


(C).. .cos x = cos m .A ^ r — 


tang.' A 
A * 


I \ 


+ 


x.x—A.x — a A.x — 5 A tmng.'iA 
« . 2.3 * A' 



(D) . . . . tin.ar=cos m .Al - — s ^ - Î -. X ~ A - X ~^ tan ^4 
' h A ». 2.3 3 



Mais de ce que A variant , le produit x ne change pas , il 
s’en suit que sin. x et cos. x doivent rester les mêmes, 
quelques valeurs que l'on donne à A : donc les développe- 
mens de sin. 'x et cos. x ne doivent -renfermer que les termes 
indépendans de^4: pour les obtenir, il faut chercher quelle 
doit être la forme des développemens de cos. m A et de tang. A 
suivant les puissances de A. D’abord on démontreroit, comme 
nous l’avons fait dans la première méthode à l’égard des 
séries de sin. x et cos. x, que le développement de tang. A 
doit procéder suivant des puissances entières et positives de 
l’arc, et aussi que l’arc doit entrer dans tous les termes, 
puisqu’en faisant A = o , on doit trouver tang. A — o. Nous 
supposerons donc 


tang. A — RA -j- Ç A 1 -f R A* + etc. 
d’où résulte * 

— = P+-ÇA + RA* - }-etc. 
cela posé , on a (*) 

pi* 

A. (*) 1*. AT est > AM m parce que le triangle ATC : secteur 
yie. ACM :: AT xi AC: AM AC: : AT : AM. aï. MAN est > JWN ; 
tync AM est > MP t 

. • r long. 
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4*3 


tan g. A> A d’où > r 


on a en même temps 


_ , j tait*. A ^ tang.A tang.A ^ I 

A > sin. A , donc — H— < ou — ~ < — — 

^ 7 un. A A cos. A 

De là on voit que le rapport est toujours compris 

entre les limites i et : soit A = o, on aura cos. A — i J 

COS.rff 

donc dans la limite 

- ! 4 . Jet — i — » J 

A A 


conséquemment 

tory** . /f ^ 

A 

donc P = x et 

= I 4- 4- etc» 

On a fait voir que le développement de cos. m ,i.dcyoit pro- 
céder suivant toutes les puissances entières et positives de 
A ; de plus le premier terme ne doit pas- contenir lare» 
afin que pour A~o,on ait cos. m A=l , donc 

cos m .A — i 4- Ç'A -\-R'A x 4- etc. 

Voyons donc ce que deviennent les séries ( C ) et (D) : d abord. 
■' , tang.A tait g. J A 

les premiers termes des rapports — — — > — -pp 


tan e . m A scront tou jours l’unité , et les termes subséquens 
A ,n ‘ r 

ne doivent pas être considérés, parce qu’ils introduiraient 
lare A qui ne doit pas rester dans les dévcloppcmens : par 
la même raison, on ne peut employer que le premier 
terme du développement du facteur cos. 1,1 A : on aura donc 

x.x — A x.x — A.x — 2 A.x — ’iA 

<*) = l — 1 7TT7TÂ C,C * 


(O 


sin.se 



x.x — A.x—iA 
X . 2. 3 


x.x — A.x — a A.x — 5 A.x — 
i . a . 5 . 4 . 5 


— etc. 


Or il est évident que si on clfectuoit les opérations indi- 
quées dans ces dévèloppefhens, les termes indépendans de 
Tome II. D d 
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A seroient ceux qui résulteraient du produit des premiers 
termes des facteurs binômes ; donc enfin on parvient à 

r* X • 


(<?). 


.cas. x = i — 


+ 


+ 


1.2.3.4.6.6.7.8 


i.a.3.4 1. 2.3.4. 5.6 

— etc. 


(*)• 


.sm 


’ * * ï.a.3 "t" I. 2.3.4. 5 1.2.3., 


4 . 5 . 6.7 


• etc. 


séries qui sont les mômes que celles que nous avons pré- 
cédemment obtenues. On remarquera que dans cette mé- 
thode la loi des coeflBciens numériques est plus manifeste 
en ce quelle dérive immédiatement de celle des coefficiens 
de la puissance m d’un binôme , tandis que dans l’autre 
analyse elle résultoit de la puissance m d’un infinitinôme 
Ces mêmes valeurs sin. x et cos. x données par les for- 
mules ( G ) et (K) peuvent s’énoncer d’une maniéré plus suc- 
cinte au moyen des exponentielles : en effet , si dans la pre- 
mière des trois séries 


e * = 1 4* x 4- + 


COS.X— I 



sin.xzzz ■+< x 


X * 

+ ** 

4. ?! l. etc. 

1 . 3.5 

^ 1. 2.3.4 

+ 1.2.3.4.5 ^ 


4 ’* 

• 1.2. 3. 4 

— etc. 

rr 3 


. «* 

i.a .5 


- . 1: — — c LC. 
1 . 3 . J. 4.0 


on écrit x \/ — x à la place de x, et qu’on multiplie les deux 
membres de la troisième par ]/ — 1 , on trouvera par la 
seule inspection 

x\/—\ , . 

e xz. cos. x ■+• sm. x y — I \L) 

et prenant \/ — 1 avec le signe moins 

— * 1 * , , . 
e — cos. x — sm. x y — I (.*/) 


L’addition de ces formules donne 


cos. x = 


«V— * . 1 

e + e 

■ ■ 1 1 11 " >■•••••••• I a.» J 


si on soustrait la seconde de la première , on obtient 

{P) 


X \/ — 1 — X \/ — t 

« — e 1 


sm. x 


V— 1 
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Il résulte de la division de ces deux dernières formules 

X\/ - 


Î XV 1 — Xy/ — l'J 


•cp) 


Les formules (Z) et (M) donnent 

x \ / — i = l. ( cos. x -f- sin. x y — i ) 

— x — I — A ( coj. a: — sin. x J/ — I ) 
l indiquant ici un logarithme hyperbolique : d’où on déduit 

••••(*) 


x I/- i = î.cos. x i + \é — i .tang.x^ .... 

— x j/ — I = I.cos. a; -j- /J I 1 — y' — i. tang. x J 

retranchant (S) de (R) , on obtient pour résultat 

x-'\ '±lp± X (D 

mais on sait que 

1 (££)=*{* + 1 + T + etc ‘\ 

en sorte qu écrivant — x. tang.x au lieu de x , et divisant 
de part et d’autre par y' — x , on aura 


x = tang. x — f tang. 3 x -f- f tang. s x — tang. 7 x -j- etc. 

formule qui sert à calculer l’arc par sa tangente , lorsque 
celle - ci est plus petite que l’unité. 

(,)uant à l’emploi numérique des formules données dans 
ce titre, ou à la construction des tables , nous renverrons 
au discours qui accompagne les tables de Gallet , dans lequel 
j’ai consigné l’annonce des grandes tables logarithmiques et 
trigonométriques décimales du cadastre, monument de calcul 
le plus vaste et le plus imposant qui ait jamais été ' exécuté ou 
même conçu , ( ce sont les termes employés par le citoyen 
Lagrange , Laplace et Delambre dans un rapport fait à l’Ins- 
titut ). Ces tables du cadastre ont été calculées par une mé- 
thode entièrement nouvelle et qui avoit cct avantage qu’on 
pouvoit employer à la fois un nombre indéfini de calcula- 
teurs de la plupart desquels on ne pouvoit exiger d’autres 
connoissances que celles de l’addition et de la soustraction. 
Ditlérens motits ont fait suspendre l’impression de ce grand 
travail ; mais , ajoutent les géomètres chargés du rapport, 

JJ d a 
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espérons que dans des temps de paix et de bonheur , un gou- 
vernement ami des arts , ordonnera I achèvement d un ou- 
vrage qui doit être désiré de tous ceux qui cultivent les v 
sciences mathématiques: un tel vœu , émis par les premiers 
géomètres , est pour moi une raison de plus de me iéliciter 
d’avoir coopéré à ce grand œuvre , sous la direction du 
citoyen Prony , directeur du cadastre. INous recommanderons 
encore la lecture des préfaces de 1 autour et de 1 éditeur 
des tables logarithmiques et triganométriques décimales cal- 
culées par Bonfa , revues , augmentées et publiées par 
Delambre , membre de 1 Institut national de b rance et du 
Bureau des longitudes. 

Revenons maintenant à la formule ( T ) et supposons 
a;z= - , t désignant toujours la démi-circonférencc ; on aura 

fan g. x — oo 

et la formule (T) deviendra 

; = 1 ( z7 =) d ’ où » = “ [/ -~ 1 1 (_l) 

résultat qui nous conduit naturellement à parler des loga- 
rithmes des nombres négatifs qui donnèrent lien à une con- 
testation entre Leibnitz et Bemnuilli \ mais sans rappeler 
ici cette discussion , nous démontrerons , cl après Euler , 
nu’ un nombre quelconque positif a une infinité d- logarithmes 
dont un seul est réel, et tous les au/res imaginaires 

Reprenons à cet ellet la formule 

x y ' — i = l{cos. x -{- sin. x p/ — I 
À x—o correspond 

o — 1 . 1 

ce qu’on sait déjà. Désignant par et la demi-circonférence, à 
x 2 -r, — qcr, = 6ir etc. correspondront 

2 T l/ — ■ I =■ l. t 

4 er 1/ — i = 

6 sr \é I ~ l. I 

et généralement t> » 

2ihr p/ — i = M 

Je étant un nombre entier. Mais on a l’équation 
l.A^zl.A l.i . 

donc . . . 

l.A—l.A ik if ÿ — l 
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d'où l'on conclut qu’un nombre quelconque A, admit une irifir 
ni/e de logarithmes dont un seul est réel. 

Si dans la ibrniule 

x j/ — x = / ( cos. x sin. x — i ) 
on suppose x —t , on aura 


donc 


ços. I et sin. x = o 

/ ( — I ) z= ÎT }/ — X. 


ce qui vérifie la propriété*. 

*• = — ]/ — i K - * ) 

trouvée plus haut. Soit xzzi&it ; =5 rr , ~ r J'/r . 
k étant un nombre entier , ou aura 

/. ( — i ) = 3 w 1 / — i 

/(— - i ) = 5 t V — i 

, l ( — I ) = 7 rr 1/ — X 

etc. 




et généralement 

2. <-— i)=(**#i)«V— r 
Si on multiplie de part et d’autre par 2, on trouvera 
zl( — r ) — ( s\k -f- 2 ) t V — i * 

or (qA-f-2) er étant un nombre pair comme zk t , on voit quo 


2 /. ( — i ) = 2 /. i , d’où /. ( — -I ) — 1. 

ce qui signifie que /e logarithme de — I est égal à un des 
logarithmes imaginaires de l’unité. 

Ur - 

— A — A X— r 

donc 

- T.i — Aï^l.A . + !.( — I ). 
et conséquemment 


/. ( — A)—l. A-\-(2k + 1 ) tV — t 

ce qui étend là conclusion précédente au logarithme d'un 
uo, libre crue Leon nue négatil 

1 ) d 3 
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Notes 


Extension 'du théorème démontré page Z27 , 
aux fonctions logarithmiques , exponentielles 
et circulaires . 


On a prouvé ( page 327 ) que toute fonction algébrique de 
la quantité imaginaire a ;£ b y — 1 étoit réductible à la même 
forme P ± Q ]/ — 1 , P et Ç étant des quantités réelles. 
Les fonctions logarithmiques, exponentielles et circulaires 
sont aussi réductibles à la même forme , lorsqu’elles ren- 
ferment des quantités imaginaires. 

Soit i°. /. ( a±_b\ / — 1 ) :en faisant ( page 387 ) 

Ÿ a* -\-b'—r ,co$. z — * , sin. z — - 

on a 

a + b y — I —r( cos. z + sin. z ) y — I 
et l. ( a + ô — 1 ) = ( cos. z + sin. z y — I ) 


mais l’équation 

rt»\/ — 1 

e — cos. z + sin. z ]/ — 1 

donne 


donc 


+ z y — I = L ( coys + sin. z y — 1) 
l.(a+ b y — i)=/.r+ zy — I 


Les données étant seulement r , co s. z et sin. z , on pourra 
prendre au lieu de l’arc z les arcs ît + s , 4» + s > etc. > 
2 k 7 r^-z t k étant un nombre entier; en sorte qu’on aura 

J our l( a + b y — 1 ) une infinité de valeurs comprises 
ans la même formule lr±.(zkw-\-z) y — 1 : donc 


P — lr, Q =( 2 kir -^z ) 
Considérons , en second lieu , l’exponentielle 


«±V— 1 
e : on a 


«±W-I « ±1^-1 a ... 1 y v 

e —c Xe =<? ( cos. b + sm. b y — 1 ) 


donc 


P—e cos. b ,Qz=± e sin. b 


.... ' ”cX.nJ—ï 

Soit en troisième lieu (« + J y — 1 ) : on a 
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m±n^—i 


419 


■=zl.e 


= ( m + 71 j/ — I ) /• ( o + b l/— -I ) 
(«±»V^ — i)A(a±* v / — 1) 


e désignant la base des logarithmes hyperboliques; et passant 
des logarithmes aux nombres , il vient 

tnims/— 1 (miDV— ' ÏJ ( a — 

( a + b j/-— I ) = e 

Si on substitue pour /,(a +6 v/ — 1 ) sa valeur l r + z\/ — r , 
il en résultera 

m±ny/—t (m±ny /— 1 0 
( a+ b ]/ — 1 ) —e 

mlr— n z± ( "J + ni.r)V — * 
m/r — ne ;£:( wijc + n/r) ï 

— p mlr ~~? z -4; nl.r)±_ lin .(mz+ n I.r) l/ — i] 

résultat de la forme 

p± o V — 1 

/ 

Soit enfin la fonction circulaire sin. {a±.b}/ — I ) , on 
aura 

sin. ( a + b \/ — I ) = sin. a cos. b l/ — r ± cos. a xi/7.£j/ — I 
Pour obtenir sin. b \/ — 1 et cos. b y > - — 1 , on écrira b y' — 1 
au lieu de x dans les formules 

+x\/—i — *V— t. -HV— 1 “V — 1 

e — - -e e -f- c 

jin. x — r — / — } cos.x — 


a^-i » a 

données ( page 414 ) , et il résultera de ces substitutions 

_i t. — » - * 

é? - Ç C 1 -ç 

j/n. b r/ — I = - — 7 y COS. b j/ — X =£ 

r jy — > a 

substituant ces valeurs, on aura 

^ ^ mmrnmb b 

in.{a± by'— i) — ^ ^ cox. 5 


Sin 


On trouverait aussi 

t . —i 


à * —o o 

eos.(a±by/—i)= ^ coj . o + Ç L. * J — ^ 

Dd 4 
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X.cs autres fonctions circulaires telles que la tangente, la 
sécante etc. s expriment algébriquement au moyen tlu sinus 
et du cosinus : elles seront donc aussi réductibles à la même 
forme 

P ± Q]/i. 

• Formules diverses. * 

Usera bon de s’exercer à démontrer les formules suivantes 
qui trouvent souvent leur application. Si on connoîtles loga- 
rithmes de a et de b < a et qu’on lasse 

lang.x- \/\ ; sec y- \ ; tang.u= * ; sin. i= * 

on aura 

Jog. (cj -{-/>) —log.a-\-z 1 og. sec. x—log. a-]-Iog. 2-f-2 Jog. cos. \y 
— fog-k+log. tan g. y + og.ee/. \y 
Jog. (a— b) = log.a-\- ilog.cos.ze=.log. a^-Iog. 2 -zlôg. sin. 

= !og.bJf-log. tan g. y+log.tang. \y 
Jog. ( a -j- b ) (a — - b ) = Iog. (a 1 — A* ) — 2 Iog. a 
-f 2 Iog. sin. y = 2 Iog. b -f- 2 Iog. tan g. y 

Jog. ^ — Iog. tan g. ( 5o° — u ) = 2 Iog. tan g. \ y (*) 

Jog. l a' — b*— Iog. a -}- Iog. sin. y — Iog. b -f- Iog. tang.y 
Jog. — Iog. a -f- Iog. sec. u —Iog. b -f Iog. co-sec. u 

Jog. a 4_ (, ~j'og. a-\-Iog. sec.x-\Iog a-^-~tog. 2 -\-/oj ■ cos.-y 

Jog. \Ta - b ='-!og.a+log,cos. z=\!og.a+-Jog. 2 -f log.sin.\y 
m 

Jçg. (a±b) n = = ^-[tog\ a + log. cos. t + log. lang. ( 5o± ' x /)] 

. t 

(*) Le quart de cercle étant supposé divisé en too parties ou -degrés, 
le degré en ioo minutes , et la minute eu xoo secondes. ( oyez les tables 
des hgarithnes des - sinus , sécantes et tangentes , suivant la. nouvelle 
divrsion du cercle , et la table des logarithmes des nombres. , depuis i O. miUn 
\isju.à iQO rnitls , calculées pur 'Çh. F or J a. 
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maintenant , soit 

log. tang. ( 5o° — - t ) — log. tan g. v 

on aura 

m m 

lcrg.\_'a-\-b) " 4- (a — b) '* ] == ^ ( log. a + log. cos. t ) 

+ lo S- 2 -f- log. co-sec. 2 1> 

m m 

log[(a-\-b) “ — {a— b) “ = ~~ ( log. a -f- log. cos. t > 

+ lo S- 2 -f- log. COt. 2 V 

I/antepénultième formule nous conduit naturellement à 
démontrer la légitimité de la formule du binôme dans le 
cas de l’exposant entier négatif, et de l’exposant fractionnaire 
tant positif que négatif 

Démonstration du binôme de Newton , dans le 
cas de l exposant fractionnaire positif ou né- 
gatif , et de V exposant entier négatif. 

Si on multiplie 

i 4-, mz _i_ ’IHL Z± z * -L — . w ~ 1 ' m ~ — as + etc. (M) 
i , » ‘ l . a . 3 

pftr 

i+ nz-\- s» 4. "-..L-" ~ 3 a 3 -}-etc. (.W') 

facteurs qui sont les développemens de( x -f- z) m et ( 1 -J- 2 )" 
dans le cas de m et n , nombres entiers et positifs , on aura 
un produit de la forme 

14-^2 -f- Bz* 4- Cz 3 4 -Hz* 4- etc (.P) 

où les coelliciens A, B , C, etc. sont indépendans de 2 et 
renferment d’une manière nécessaire les exposaus m et n. 
Or à ne considérer ( M'y et ( M’) que comme des facteurs , 
et ( P ) comme leur produit , on pourra , dans les doux 
membres de l'identité 

( V) X ( W & ) = (^> 
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r miï ) e p™^ ?*** = 

F( ™+n) = F (m)X F (n) 

parce que (i -U z \ m + n — / , ,\ m , , , * 

fait voir nue le . / 1,7“"' ( I + - î ) : cette formule 

(P) lorsoue m e! U » r ^ se c P an S c dans le produit 
C etc étant en CV>C i Ü m + n • mais les coeHiciens A , B, 
m ’ n 1 LOni P osés e « m et «comme ils le scroient en 

r C r le Acteur F (m ) étant aussi en m ce qu’il 
serait en — , 0 n aura nécessairement aussi la propriété 

or n devenant n-\-p , on a 

». rsf jss 

et parce que F(m) = (i+^)- ) G n conclura 

On déduit de cette formule que pour passer du dévelop- 
pement de ( I + z) m à celui de < ï-f. * )* " étant une 
fraction vraie , il faut , dans le premier développement m 
remplacer m par — 

r * 

Mais il résulte de la considération qui a servi à déduire 
F (~T ~ ) ~ ^ (7) X F (7) ,le F (m+n) =F(m)X F(n), 
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que la première propriété seroit encore vraie dans le cas do 

~~ m - et ~ -- ou de •— m et de — n : d’où on conclut la dé- 
r r 

monstration de la proposition dans toute l’étendue de l'é- 
noncé. 

Sommation des puissances des termes d'une pro- 
gression arithmétique , des nombres figurés et 
des produits diffèrens qu on peut former avec 
tous les termes d’une progression arithmétique , 
pris z à 2 , 3 à 3 , 4 à 4 > 

Soit la progression arithmétique — a. b. c.d . . .k.u, en sorte 
qu’il s’agisse de trouver la somme 

a m c "* 4 a ’m 4 etc. u m 

m étant un Dombre entier positif : par la nature de la pro- 
gression, on a ' 

c — b ^ 

d = c 4 «P 


u = k -{- <T 

f étant la raison ; d’où on déduit les équations suivante# 
b m = a m 4- ma m -'î 4 m m ~* . 4 etc. 

c m - b m + mb n -'ï 4 m 4 etc. 

d" = c” + 4 c «-»« T* + etc. 


«”* = k m + mk m -‘S 4 4 etc. 

Ajoutant ces équations membre à membre , et effaçant les 
termes communs , on aura } en transposant a m ilans le 
premier membre , 
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4 a 4 

> 

( a”" 1 4. r- + c — ■ + etc. . .4- k”‘~‘ ) 

J a ( a”‘~ a + 4 c"- 4 etc. . .4 A" - ’ ) 

+ C « m " 3 4 *’ n " 5 4 * m " 3 + etc... 4 r‘-> ) 


4 etc. 


Supposons maintenant , pour plus de simplicité , que 
les sommes des puissances successives de chacun des 
termes de la progression ci-dessus soient représentées par 
S , S , S , S ... S , S ; l'équation précédente de vie n- 

«•34 m-x m 1 

dra , au mo^en de ces abréviations , 


, m 






+ 


m.m — 1 . m — a 


5 -< J ' 3 (' ? m - 5 ~“ m " 5 ) + etc....(^ 


Cette équation nous fait connoître la relation entre les 
sommes des dillércntcs puissances des termes d’une pro- 
gression arithmétique , et par conséquent elle Sonnera 
S , lorsque les sommes S S S . . .S seront connues. 

Si nous supposons m — 1 , il en résultera 

u— a-=.£(S 0 — u°) 
frr 

S e = a° 4 b° 4 c °4 4 *» 4 u o — 

n étant le nombre des termes $ donc 

« — « = (« — r ) J ou u ss. «4 ( n — 1 } J 1 
ce qu'on sait déjà. Supposant m —2 , il viendra 
«* “ a* =2<T(i' i — tt^4<T’ (.é 0 — a”) 

mais 



et substituant dans la formule précédente , on trouve 

— û’ = 2<f(5' 1 — a) 4<r( u _ a ) 

dod on déduit, toutes réductions laites 
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p ti 1 *— fl’ -f- Su 4* ^ ra ( ü -jl u ) 

S * = 17 2 


4aS 


ce qu’on sait encore. Continuant ainsi à faire /n = 2 , =3 , 
= 4 , etc. , on parviendra facilement à exprimer S t , , S* , 

etc. I.’équalion 


S.= 


_ a (u* — a^) 4 - 5 < r(» J 4 -a»)- 4 -<t(« — a) 


1.3,3 


déduite de la formule générale , dans le cas de m = 3, 
peut servir à trouver la somme des quarrés de la suite 
des nombres naturels : pour cela , on supposera 

a — i , <f‘= i 

et comme le dernier terme est alors égal au nombre des 
termes , on fera 


u— n 


et substituant , il viendra 




a(«3 — i)4-3 (n’+i)4-n — i n(rt-f-i) (în + i) 


t . a 4 5 i.2.3 

La somme des tubes d’un nombre n de termes de la suite 
des nombres naturels correspondroit aux hypothèses 
wj = 4 , a — i , «T= i , u — n , et on trouveroit 

r »< + î» ! + »’ ( n -t- 1 )* 

4 4 

Reprenons les deux formules 

« = a + ( n — i)iT, S — 

Si on fait a = I , et qu’on substitue pour u la Valette 
correspondante dans la seconde formule, on obtiendra 

J=S ^ | 2 + ( « t) ^ } =3/1+ ” ^ 72 — - X ) cT 

maintenant on aura 
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pour <f a I.1..S == = .ri"*') Ci°) 

2 a 

«T = 2 £ = 72* ( 2 o) 


/ = 3.... S = 72 + i («*— T/) — ^=1 ....( 3 °) 

<T = 4* * * " ^ == n H” 2 ( 72* 72 ) = 2/2 1 —72 . . .(4°) 

«T = 5 . . . . 5 = 7, + I ( 72* - 72 ) = . . . . (5») 

a 

etc* etc. etc» 

Si dans (i°) on fait successivement 72=1, =2, =3— 4, etc. , 
on aura la suite des nombres 

i, 3, 6, 10, i5 , etc. 

Ces nombres ont ete nommes triangulaires ou trigonaux , 
parce qu'il est possible de disposer en triangle équilatéral 
un nombre de points , égal à celui des unités que chacun 
d’eux renferme. 

La formule (2 0 .) donne, par les mêmes substitutions , 
la suite 

1, 4, 9. 16 , 25, etc. 

Ces nombres ont été nommés quadrangttlaircs , parce qu’il 
est possible de disposer en quarré un nombre de points , 
"égal à celui d’unités quils renferment. Chaque terme de 
cette dernière suite resuite de l'addition d’un certain nom- 
bre de termes" de la suite des nombres impairs , h partir 
de l’unité inclusivement. 

La formule (3°) donne la suite des nombres qu’on ap- 
pelle pentagones , à cause d’une propriété analogue aux 
précédentes. 

Les nombres qui résultent de ccs formules (i°), (2 0 ) , 
(3°), etc., portent collectivement la dénomination de nom- 
bres Jigurés. 

La formule ( Q ) donnée ci-dessus sert à trouver la somme 
d’un nombre quelconque de termes d’une suite dont le terme 

S énéral est exprimé par des puissances entières et positives 
u nombre des termes. Supposons , en effet , que, le terme 
général d'une suite soit anr , a étant un coefficient connu , 
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n le nombre des termes et p un nombre entier et positil ; 
la suite sera 

a ip -f- a 2P -}- a 3 P + a 4P -f- + a n? 

Puisque chaque terme doit se déduire du terme général en y 
faisant successivement /z = 1 , = 2 , = 3 , =4, etc. la 
somme sera donc 


i p -f- slp -f- 3 ? 4 + + nP J — a 

mais on peut au moyen de la formule (Ç) évaluer S p , on 
aura donc résolu la question. 

. Si le terme général étoit an v - {- b ri * , chaque terme de 
la suite à laquelle il appartiendrait, se composerait de la 
somme des termes de même rang dans les deux suites qui 
auraient chacune pour terme général anP et bnf : or la 
somme des termes de la première suite est ai 1 ,,, et celle des 
termes de la seconde est b S 9 , donc la sommf des termes 
de la série proposée serait aS p -f- bS ç . 

On voit, en général, que si le terme général d’une série 
est 

anP + b nf -f- c n ' 4" c,c * 
la somme des termes de cette série, sera 


a Sp -j— b S g -j- c S r • 4 ” etc. 

Soit, pour exemple, la suite des nombres naturels 
2.3.4. S- .......n 

le terme général étant —n , la somme de tous les termes 
sera = S, mais la formule (Ç) donne, comme on l’a déjà vu, 

c n(u+a) 

*“ a 

et supposant 0 = 1 etu-=n,on aura 


Soit la suite 


s — 

1 2 


1.3.6. 10 »... 

a, 

puisqu’on a pour expression du terme général 

n (n + i) _j*_ 

; a *" a 


ft 
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la somme sera 

5 , ,S A L ( 3 n 3 -t- fi n’ 4- 4 n ' + 3 „i 4 . a n 

V T '2 1 ( i.i.i. i 6 

Soit , pour dernier exemple , la suite 

n(n+> ) (»4-2) 

1 . 4 . 10 . — 

dont le terme général est 


1.2.3. 


* ( n+I ) (, !±l- ) =i n 3 J_|„* 

1.2.3 4 1 T 4 


on trouvera pour la somme d’un nombre n des termes 

)(«+»)( 

24 1. 2.3.4 


,ç , 35. , 25, n 4 4-6n*4- »i n’ + <>» s(i»-t-r)(n-f a)(n-t-3) 

6 + "“2 + “6” 


On voit donc que la somme d’un nombre « de termes 
de chacune de ces suites est le terme général de la série 
suivante, eiPsorte que les termes de celle-ci sont les sommes 
successives d’autant de termes de la série précédent^ qu’il 
y a d’unités dans l’indice du terme somma/oire. 

Cherchons actuellement le nombre des produits différons 
qu’on peut former avec tous les termes d une progession arith- 
méthique , pris deux à deux, trois à trois, quatre à quatre , 
etc. ; 

Soit la progression arithmétique , 


, a + A. a -f- a/i. a 3 h. a 4A a-\- (m — 1 ) h 

Si on forme une équation dont les racines soient 

— — — 0-f-3A),etc -[a+( 

et qu’on en désigne les cocfficicns successifs par A', A",A° r > 
Ai . m ) , on aura l’identité 

X "-'J r A'x m ~*-\-A"x”'- i + +A( m -’)= 


( x -J- a -}- h) ( x -} -a + îA ) (x*\-a-\-‘àh') 
| x -f- a -[- ( wj — I ) h | (x) 


dans laquelle A' , A v ^seront les produits qu’il s'agit 

dévaluer. Si dans l’identité précédente on écrit /i + xpour x, 
on aura 


( x -j- h \ m ~' -f- A ( x -f h ) m ~ * +A I[ ( x -{- * 
= (* + a+2A)(« + fl+3A) 


) n ~ 3 + = 

( x -{- a -j- ) 

| A 
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Si on multiplie (x) par x 4 « 4 m h et (a) par x-\-a-\~h , 
on aura les pioduüs identiques 

(■* 4 a -{- m h) | x m ~ x — {- si'x m ~* +A" m - 3 + ....... + } 

= (ar-f - a 4 /i) J ( x xl' ( x h ) m_ * 

+ A" ( x 4 h) m “* 4 

résultat auquel 011 peut donner la forme 


x+A' 

\x m 4 A" j 

| xm-M^A"' j 

4 a 

4 A'a 


-f -mh t 

4 A'mh t 

-\-A"mi^ 





\x-\.A^ m "\a+mh) 


Ix 




+[( w “ l )( A '+ a )Y i i 

4- A" 4 A'a 

. . . 4^»* 

-{-(A 1 

^-(À v -\-aA' )h m ~* 

■j-A , "-\~aA")h m ~ 3 
etc. 

Comparant les coefficicns des mêmes puissances de x , on 
obtient les équations 

si' -{■ a mh — A' a m h 
A"+A'a+A'mh h* +(m-i)A'h+(m-i)ar,+A"-\-A'o 

i.à ^ 

A"'+A"a-\-A"m h= f ('“• I> -M /, 4 ( ^'4* ) /j * 

1 .a. 3 ■ i.a 

4 (^«.4 A'a) (rn — %) h 4 A'" 4 A" a 


Tome 11. 


etc. 


etc. 


Ee 
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Notes 


dont la première ne fait rien connoitre : on déduit de» 
suivantes 


: A ’ =(zw — r)a+ 4 

v ' i.a 

/m-.Vw-2) m(m — l)(m— a ) ,* 

a^" =(m— 2 )A' o+ ( . A -(.44-0)/* + rXâ — h 

3 A"'-(m- 3 )A'>a + Ç— + 


1.2 

( 3^ ( A , +a )h , + h3 

etc. etc. 

Si on fait ar=oetA=i , les équations précédentes donneront 
les produits un à un, deux à deux , trois à trois, etc. des 
nombres naturels depuis 1 jusqu’à m — 1 , et on aura 

"( CT - O 

n îT»7s 

W— (—- »1(«—*) 4 n. , (”.—1 )Çm 2)( «— 3) 

“ Ta ~ * l.a.3 


m (”» — 1 ) (m— a) ( m — 3) 

I .1.3.4 

... (»-5) (—4) (»“») (*" —31 ("-Il A”-V 

— — ; — ^ ' »a-3 

, fm-lï fm-al Or»-31(«-4) , (m_2) (m— 3) (—4) 

H iXM 

résultats dont la loi est facile à saisir. 

Des suites récurrentes. 

On a vu ( page 246 ) qu’une fraction rationnelle de la forme 

a 4. bx -4* ex* + àx^ •+■ 4- f> xm * 

1 — a! x — c/x \. .... x"* 

«ngcndroifc une suite dans laquelle le coeHicient d un terme 
quelconque , à partir du m ,mt , dépendoit de ceux des m 
termes préccdens , suivant une. loi constante déterminée 
par le dénominateur de la fraction développée. Cette re-< 
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lation qui existe toujours entre un même nombre de termes 
consécutifs , a fait appeler ces suites récurrentes , et les 
quantités 

q' . . . .c' , b' , a' 

par lesquelles il faut multiplier les coefficiens des termes 
qui précèdent celui qu'on cherche , portent ensemble le nom 
i i’ échelle de relation. 

On a déjà traité ( page 246 ) le problème suivant : Etant 
donnée la fraction rationnelle , trouver la suite qui provient 
de son développement. Il reste encore , pour terpiiner ce' 
que nous avons à dire sur cette matière, à résoudre les 
deux questions suivantes : 

I 8 . Etant données la suite récurrente et T échelle de rela- ^ 
lion , trouver la f raction rationelle génératrice , et la somme 
d’un nombre quelconque de termes d’une telle suite. 

2°. Déterminer l’expression d’un terme quelconque indé- 
pendamment de ceux qui le précèdent , ou le termp général. 

l-'échelle de relation étant donnée , le dénominateur de 
la fraction génératrice est connu ; il ny a plus, pour lé-; 
soudre la première question , que le numérateur à dér. 
terminer. 

x Soit donc proposée la série , 

vi -{- Bx -4- Cx 5 -f- Dx 3 -f* Ex 4 -f- etc. 
dont l’échelle de relation soit 

a 1 — b' c ' — d l 

le dénominateur de la fraction génératrice sera 

1 — a'x -{- b'x * — c'x 3 -\-cFx 4 

Soit a -f- bx -)- cx’ -f- dx 5 le numérateur , les coefficient 
« > b , c , d doivent être tels que la proposée résulte du 
développement de la fraction — 

a -f- bx -f- cx * 4- dx 3 
i — a'x 4- b'x J — c' £ 3 -+-d'x* 

Il faudra donc que l’identité 

a -\-bx -f-c-r 1 -f-dx 3 “ 

( A-\-Bx-\-Cx* -^-Dx 3 ) (i — a'x -)- b'x’ — c'x 3 -j- d'x 4 ) 

Ee 2 


Digitized by Google 



43a Notes 

ait lieu quelque soit x ; ce qui donne , en développant cl 
comparant les coetüciens des mêmes puissances de * , 

a — A 
b = B — a' A 
c — C — a’ B -j~ b' A 
d 2= D — a‘C 4- b 1 B — c'A 
etc. 

donc la fraction génératrice demandée sera 

A + (B — a' A) x + {C—a'B + b>A) x’ + (Z> — a'C ■+■ b'B — c'A) *» 
i — a'x 4 - b' x* — • c'A tfx* —————— 

Il est facile de comprendre maintenant comment on 
trouve la somme d’une suite récurrente continuée jusqu’à 
un terme donné. En ellet , supposons qu’il soit question 
de trouver la somme de la série proposée jusqu’au terme 
Px n inclusivement , et faisons 

S = A -j- Bx + Cx * 4- etc 4 " Pxn 

Comme la somme de cette série prolongée à l'infini est 
connue . cherchons celle des termes qui suivent le dernier 
Px n à l'infini , que nous supposerons 

S 1 = Çx n+Z + Rx n + ’ + Sx * +3 -f- Tx” + * + etc. 

cette série divisée par x n+, t donne une série récurrente 
parfaitement conforme à la première , dont la somme sera 

g a'Q)x n + , +(S— a'n +l,rQ)x n +’+(T—a'S+b'A—c'Q)x n -*- t 

I — a'x •+• b'x* — c'x 3 + d'x* 

donc la somme cherchée 

s A-+ ( B — a' A ) J + ( C — a'B+b'A ) x» 4- ( D — a'C+ b'B— c'A) a» 

i — a’x b'x'‘ mm c'x 3 + A'x* 

— [ =■+($— a’B+b>Q)x n + 3 +{T— «'S+i'/l— c'Ç)x n -h* ) 

i — a'x -f. Px* — c'x 3 -f- A'x * 

On opéreroit de la même manière pour trouver la frac- 
tion génératrice , dans le cas où l’échelle de relation se- 
roit composée d’un plus grand nombre de termes. 

Soit, pour exemple, la série • - - 

î 4 - &r 4 - 2jx l 4- 6jx 3 ii 5 x 4 4 ~ctc. 
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dont l'échelle de relation est 

4 — 6 + 4 — l 

le dénominateur sera 

1 — 4* -f- 6 x* — 4 jc 3 + a: 4 = (l — a:) 4 
et on trouvera 


a = 1 

b — — 4 -f 8 = 4 

c = 6 — 32 + 27 = 1 

d = 64 — 108 + 48 — 4 = 0 

et par conséquent 1 + 4 x + x 1 pour le numérateur. La 
fraction rationnelle génératrice sera donc 

1 4* 4r -h 4* HH ï 1 

1 -- + 6æ* — 4a 3 -f- * ' (» — *)* 

^it , pour second exemple , la série 

1 — 6a: + 12^* — 48a: 3 + 120 a+ — etc. 
dont l’échelle de relation est 

r + 6 

le dénominateur de la fraction sera 

1 + x — 6a;’ 

on trouvera ensuite 

a -=z \ , 6 = — 5 , c = 0 

donc 

✓ 1 — 5x 

1 4- * — 6*’ • t 

représentera la-fraction dont la série proposée est le déve- 
loppement , et 

1 — 5x4 4o8 ar® — 7 ao x % 
x -g * — 6 x % 


sera la somme des cinq premiers termes de cette série.' 

Occupons-nous maintenant de La recherche du terme 
général. Considérons d'abord la fraction rationnelle la plus, 
simple - 

Ee 3 


1 

< 

■i 
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Notes 


a 

i 7— rx 


ta scrie résultante de son développement est 

A ( 1 -f- r 'x* -f- r 3 jc 3 -{- • - • ■ -f- r n x n ) 

dont le terme général est Ar‘x n . On appelle ainsi cette 
expression , parce qu'en y mettant successivement tous 
les nombres entiers au lieu de n , on a tous les termes 
de la série. 

Si la traction rationnelle génératrice avoit pour dénomina- 
teur un polynôme d’un degré plus élevé que le premier , 
et qu’on put , par un moyen quelconque , la décomposer 
en une suite de fractions simples de la forme 



A' . A 
1 — r’x 3 1 — r'x 


il scroit facile d’obtenir le terme général de la série ré- 
sultante clu développement de ta fraction proposée , parce 
que ce ternie général serait la somme des termes géné- 
raux des séries que douneroient les fractions simples. En 
ellet , soient • 


’A (1 -J* r x -j- r 1 -f- r 3 x 3 -{" -j- r n x n + etc.) 

A’ (l -f- r 1 x .4. r 1 ' x* -f- r' 3 x 3 4- -f r ,n x" -f- etc.) 

A" (r + r" x -f- r " 1 x * 4- r"? .r 3 -f + r" n x " -f- etc.) 

A 1 " (I + r 1 " x 4- r'"\v • -f r"' 3 x 3 -f- r""V + etc.) 

les séries récurrentes qui naissent de chacune des frac- 
tions simples , et 

A -f- Bx -J- Cx l -J- Dx 3 - 4 - -|- Rx n 4- etc. 

le développement de la fraction proposée; comme on au- 
roit , par inypothèse, l’équation identique 

a+b x+c x : ‘+<ix 3 +....+px m — t __ - A ■ A' 1 A’ ■ . 

1 — a'x — /j'x* — y'*"* 1 — rx ”* 1— r'x 1 — A'x*' 

la suivante 

" 4 “ A -J- A r 1 

I 1 - s + A'r> n I 

4 - A" 4- A"r" ) 4 - A"r t,n / + etC * 

4- etc. -j- etc. j 4" etc - j 

xz A 4- B x 4-. ••••«. • . 4- R x 4* otc« 
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auroit lieu aussi , n étant un nombre quelconque : ce qui 
donne 

R = A r* 4 A 1 r 1 " 4^ r 11 » 4 etc. 

l.a difficulté se réduit donc à décomposer la fraction ra- 
tionnelle 

« -f- i x -t- * x’ 4* dx 5 4 px m * 

1 — a'x — — c'x* — — t/'X”* 


en une suite de fractions do la forme 

J Jl >'■ 

_ 1 + 

1 — /• » 1 I — Hm 


J — /'x 


-f- etc- 


les quantités A , A' , A" etc. r , r 1 , r 11 etc. devant être 
déterminées par la condition qu’en réunissant les fractions 
simples en une seule , les deux termes de la fraction ré- 
duite soient les mêmes que ceux de la fraction proposée. 

Puisque les dénomiuateurs des fractions simples , mul- 
tipliés entre eux, doivent reproduire le dénominateur de 
la fraction proposée, on déterminera ces facteurs en éga- 
lant à zéro le dénominateur , 

J — a'x — b'x* — . . ... — q' x m 

et cherchant ensuite , d’après les méthodes précédem- 
ment exposées , les racines de cette équation. Reste 
donc à évaluer les numératfeufs A , A 1 , A" etc. : or ces 
quantités devant être telles que le numérateur de la frac- 
tion réduite soit le meme que celui de la fraction propo- 
sée , on égalera entre eux les cœfficiens des mêmes puis» 
sances de x, ce qui fournira un nombre » d’équations du 
premier degré , au moyen desquelles on calculera les quan- 
tités A , A' j y±" etc. 

N . * 

Soient les fractions , ~ 

> — •• . . *• 

1 X . I X 

» — * — ax* C 1-5x4- 6A* ‘ 


©n trouvera que la première se dccompoJe dans les deux 
suivantes __ . 

a-l— 4_I_ v — t 
> 4- x 1 — 3 * 

et la secpnde dans celles-ci 

-=- , ~ 4 — a . 

E e 4 
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Il est facile maintenant de trouver les termes généraux 
des sériés que donnent les fractions précédentes. Pour 
la première , on i’eroit la somme des termes généraux des 
sériés données par les fractions 

_ » t 


et on trouveroit 


les signes + et — ayant respectivement lieu pour n pair 
et impair, faisant successivement 

n = o, = i 2 , =3 etc. 
on aura la série 

3 + OÆ + 2i> -f- 2 x 3 -f- Gx 4 -f. 10** -f. 22* 6 -f.q2 * 7 -f etc. 
Ic terme général de la seconde fraction sera 
2.3" X" — 2 n x" = (2.3" — 2") X n 

t 

et posant successivement n = o , = i , =2 etc. on aura 
la série 

1 -f- û,x -f- 14 x x 46 x 3 146 -f- etc. 

Prenons encore pour exemple la fraction 
» Hi» 

t— X — X* 

les facteurs du dénominateur étant 
on aura les fractions partielles 


» , — VI 



lesquelles donnent, pour le terme général de la série pro- 


# 


Digitized by Google 



4^7 


li ’ A Zi G E JJ h £• 

d’où ou déduiroit le développement en série de la proposée. 

Décomposition des fractions rationnelles en frac- 
tions simples. 

On a vu que la recherche du terme général d une suite 
récurrente ne préscntoit plus de difficultés lorsque a f ac 
tion rationnelle génératrice étoit décomposée en trac ion. 
simples. Cette décomposition étant aussi d un usage lrequen 
dans le Calcul intégral, il ne sera pas inutile d exposer les 
méthodes Ion plus simples pour 1 effectuer. 

Pour opérer cette décomposition , il faut : _ . . 

1». Que le numérateur N soit ffune dimension moindre 
au moins d’une unité que le dénominateur D , ce quon peu 
toujours obtenir par la division j , 

2°. Qu’on ait , par tes méthodes préccdcmmcnt exposées , 
trouvé les facteurs simples du dénominateur, ou les racines 
de ce dénominateur égalé à zéro 
Soit donc la fraction éationnelle 


i -f- a' x + a." X* 




» (*-* ) (*-*'> 

« . .} n ~ l) étant des racines réelles ou imaginaires , 

ce qui ne contrarie pas la généralité des résultats. On pourra 

supposer — 

~iv A A< ^ n ~"> 

i) = ^ 

A, A 1 A^ ^ étant des coelîiciens constans et indéter- 
minés, fonctions de a, a'....ut \ « , <*■' • En effet, si 

on réduit toutes ccs fractions au même dénominateur , 
qu’on en lasse la somme , ce qui fournit le moyen de faire 
disparoitre le dénominateur D t et quon compare les coeffi- 
ciens des memes puissances de x , oh aura un nombre n 
d'équations entre les n indéterminées A , A' . . . .A( n ~ t ) , d'où 
résulte la possibilité de les évaluer toutes , et la légUir 
tuité de l'hypothèse précédente. ■■ j 
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Soit , pour exemple , la fraction 


1 -t- X* 


dont les facteurs simples du dénominateur sont x , i 
I -f- On posera donc 


— x ■ 


x—x* 

d’eù on déduit l’identité 


x * i — x • i + a 


i -f- ^ = x -f (— A-\~A f — A")x' 

et comparant les cocÜiciens des mêmes puissances de x , 
il vient 

A = i , A' = i , — — i « 

donc 



Lorsque les facteurs du dénominateur seront inégaux 
entre eux , on pourra toujours , par la méthode précédente , 
déterminer les numérateurs dés fractions simples ; mais le 
calcul quelle exige devient d’autant pluslong que le degrédu 
dénominateur est plus élevé. Nous nous proposons, dans ce 
qui va suivre, de déduire immédiatement de N et de D l’un 

quelconque des numérateurs^, A ’ A ^ \ sans faire dé- 

pendre sa valeur de celles des dénominateurs précédons , 
comme il arrive dans la méthode que nous venons d’exposer. 
Soit x — et un des facteurs de D , en sorte que 

D — ( x — et ) S 

S étant le produit des autres dénominateurs x — a' 

t> * - 

x — fic(* _ *).Si on représente par -y la somme des fractions par- 
tielles , moins la fraction — ji — , on aura l’identité 

x — a 

JV _ A , P_ AS + P( «)_ > J 4 - J° ( *-* X 
J> k — a. ' S s (*_*) — " . ï> 

donc 

F— A S = P(fiC — fit) 

Le numérateur A doit donc être tel que N — AS soit exac- 
tement divisible par x— -u., puisque P est une fonction entière 
de .c j ce qui exige que la fonction N — AS s’évanouisse 
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pour ,y " — H Cette condition sera satisfaite en prenant 



(N) et (S) étant ce que deviennent 2Vet S lorsqu’on fait x — a : 
d’où nous conclurons celte règle : Pour déterminer un des 
numérateurs , il faudra dans N et S , écrire pour x la racine 
du facteur simple qui sert de dénominateur a la fraction par- 
tielle sur laquelle on opère. 

Ou a donc 

a + a' * 4- «" ** + a "' ** + «te. 

■A = («—*')(«-»") («—«'") etc. 

« 4. a' et ’+a" a , J +o"' *’ 3 + etc. 

A ' — («'—*) (*'—*") (<*'—«"') etc * 

o+o' <t"-f a" «"’-h*"' -h e«c. 

— - (*"_») (*"_*') O"— «"O etc. 

etc. 

1 Si <£i n s l’exemple précédent , ou N = i + x et 

D — x — æ* , on prend s pour le facteur simple correspon- 
dant à A , on aura 

’ S= 1 — té* 

et le numérateur A de la fraction simple ~ sera ce que 

devient pour x ~ o : ce qui donne 
i— x 3 

A — I 

Prenant ensuite le facteur simple i — x, pour lequel 
S=x+x * , on aura A< = , ce qui donne pour x = i 

A' = i 

Enfin , pour le troisième facteur simple i -f- x , à cause de 
S — x — x * , on fera x ==. — i dans > ce q 11 * donne 

A"-— i 

Ainsi les trois fractions partielles dans lesquelles se décom- 
pose la proposée , sont conyne ou les a trouvées plus haut. 
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d0 t '^P? m ‘ na,eu r > plusieurs 
pourroit 'p,„. « 

SSA'-Jirî" ^ 

liilgpillgl 


on aura donc 


( x—c y 


A A' 

• r— - - h 

X C U c 


a + ** _ ( A 4- A' ) (x_c) 
(*—*)’ (x_ c _p 


doù on déduit les deux équations 

A+A'—bi— c(A + A') = a 

résultats inadmissibles. En admettant la décomposition 

• * 1 a( ji? * 

(ar-4-û)* x-j-o "f~ x~{-a 

Uouveroi't' 1 ' rt ‘^ U ' t au m ® me dénominateur et comparé, on 
A-f-A f =zo;a(A-j-A')==i 
relations qui ne peuvent avoir lieu en même temps. 

_ Supposons donc que le dénominateur de la fraction J* 

renferme outre Jcs facteurs inégaux, pour lesquels on 
connoit le mode cfc composition , un nombre » de fac- 
teurs ou premier degré, réels et égaux: on pourra tou- 
jours supposer 1 

D ~ S + Q C 1 

étant le produit de tous les facteurs inégaux, et O celui des 
iactcurs égaux , en sorte que D soit le produit des polynômes 
connus Ç et S , et les plus hauts exposans de x dans P et 
dans K, étant moindres au moins d’une unité que les plus 
hauts exposans de * dans S et dans ç. En elle t l'équation 
V-) donne ( ; . j , # n 

| =£ 9^ Sd , oiliif = ipp+xi 
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puisque , par supposition , D — Ç S. Soit D un polynôme du 
degré y , et i'du degré m,m étant < y; inséra du degré q — i , 
et Q du degré q — zrc; P devra être du degré m — i , et K , 
du degré q — m — 15 P aura donc m termes , et m coefli- 
cients indéterminés , et K en aura q — m. Le produit P Ç 
sera donc du degré q — 1 , ainsi que le produit K S , c’est- 
à-dire , que P Ç -j- K S sera du degré q — 1 , ou de même 
degré que Nÿ ainsi P Ç ■+• K S contiendra q cocfficiens 
indéterminés, donc N ayant q termes, on pourra former 
entre les coefficiens de P Q -j- K S , et ceux de N , des 
équations linéaires en nombre q , lesquelles serviront à 
déterminer les q coeiüciens de P et de K , d’où résulte que 
la décomposition est toujours possible , et qu’on pourra 
poser 



Px n ‘+P'x n *-f- ') 


' (*-cr 

dans l’hypothèse 

D = (.* — a ) ( x — a’ )( x — *") etc. . . . ( x — £)* 

La fraction 

Px”~~‘ 4 - P’ x”~' + 4-p( n -') ’ 

t *-n n 

par l’hypothèse x — £ = z, d’où x = z 1+- £, prend la forme 

#+£+£+ 


les numérateurs B. B 1 B( n ~ l ) étant indépindans de x -, 

on pourra donc supposer 

N _ _jB g , . . f. 

v ( x—z )" + (*— sy‘~ l •****• x — c .s 
p i 

5- représentant la somme des fractions partielles dues aux 

lactcurs inégaux contenus dans O. Si on réduit pu même 
dénominateur , on trouvera 

-tf— y[fl -f 2?' (>—.£) -f B"(x — £)*-f .... 

+ ( * — C )«-« J + P ( x — C ,» 

d’où l’on déduit 
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p ___ ir-s[v+B r (x-q + B" (x—c/ 4- + »(«- o (*_o"— ■ ’] 

~ ( * - c f 

Or P devant être une fonction entière, il faudra que le nu- 
mérateur de son expression soit divisible exactement n fois 
de suite par le dénominateur x — 6 5 ce qui exige que ta 

Ï >artie N — B S du numérateur devienne séparément nulle 
orsque x = C, donc 

B ~ {S) 

(xV) et {S) désignant ce que deviennent N et S lorsqu’on y 
fait x = C ( ; conséquemment 

• N — BS=N— ® S 

quantité divisible par x — C , et que uous représenterons pa# 
N' ( x — C ) , en sorte que 

N’ —S'[B , + B”(x — C) 4 - "4-^*— *?(* — Cy—] 

p— _____ 

en effaçant le facteur commun x — £. Faisant le même 
raisonnement , et supposant encore x — G , on aura 

<*0 


B' — 


l*> 


où N et Centre parantlièses rappellent la substitution x = C j 
donc 

N' — S B' = N ' — Q!) S 
(•S) 

quantité divisible par x — S, et que nous représenterons par 
N" ( x — C ) , ce qui donnera 

P __ JV" — S [S" 4 - £"'(*_ C)4-..., + bC' , “ i 3 ( x — c y 3 ] 

( x—c 

On trouveroit de la même manière , dans l’hypothèse xz=C 

B"~ (N " ] 

W 

et conséquemment 

_ -N"'— S [ B"' + B’» (x — C) + ... r. ; 4- B( nrx > (x—C) n ~~* 

(*-C 

d’où on déduit pour x = C 
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B = 


(«) 


et ainsi des autres numérateurs. 

Prenons pour premier exemple la fraction 


(,-*)* (i+*’J 

pour laquelle les fractions partielles qui résultent du facteur 
carré ( i — x )* du dénominateur sont 

g B' 

( I * J * I X 

On a ici s 

K ~x 3 , S = i -f- x' : d’où ^ = ~-r 


ce qui donne 


pour x = i ; donc 


« W — i 

** — (S) 1 


y— 

et divisant par i x , conformément à la règle , il vient 
pour quotient 

N 1 = — • { — J X — £ X* -f ; X 3 . 
et conséquemment 

N r — i — x — x ‘ -J- ** 


donc 


S "*( i -tr * 4 f 

B-= <**> - 


* — (S) 

pour x = x. Les fractions dues au facteur ( i — x )* 


sont 


donc 


a(i — x)‘ a( i— * J 

Soit encore la fraction 


( i — x ÿ ( * -+• ** ) 


pour laquelle les fractions partielles dues au facteur (i — x)*, 
sont 

B , T,' .B" 




+ 
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XJaus ce cas 
on aura donc 


Notes 

N = x l , S -=z i -J- ** , 


7 = = i 


pour* = i. On trouve ensuite 


A'= 


ce qui donne 


l — X 


T* 


— ** -jj donc £'= — i 


on a 


donc 


N" = 


« + X* 


A" 


ï — Tr~r — rr et S" = _ i 

<> ,3(l X J * 

Ainsi les fractions partielles qui naissent du facteur cubique 
( i — * ) 3 du dénominateur sont 


a( i—x )’ a( i— x )* 4 ( i—x ) 

Nous conseillons à ceux de nos lecteurs qui voudraient 
compléter cette théorie, de consulter l’ouvrage d 'Euler, ayant 
pour titre : introduction in analysin infinitorum , ou la traduc- 
tion avec des notes par le citoyen Labey , l’un des profes- 
seurs de méchanique a l’Ecole polytechnique. Si nous n’avons 
pas donné au titre précédent toute l’étendue qu’il comporte , 
en ne considérant pas tous les cas qui peuvent se rcncon- 
trer , c’est parce que le calcul difféxentiel offre des méthodes 
beaucoup plus brieves pour évaluer les numérateurs des 
fractions partielles ducs aux facteurs inégaux réels ou imagi- 
naires , aux facteurs égaux , et aux lactcurs doubles réels 
inégaux , et égaux , dans lesquels on peut décomposer le 
dénominateur de la fraction proposée , comme on peut le 
voir dans le traité de calcul intégral du citoyen Lacroix , 
et dans mes leçons d’analyse à l’Ecole Polytechnique , ré- 
digées .en conformité du programme arrêté par le conseil de 
perfectionnement de dette Ecole , imprimées et distribuées 
aux élèves pour leur servir d’ouvrage classique. 

Si nous n’eussions pas craint de donner trop détendue 
à ces Notes déjà très - volumineuses , nous aurions fait 
voir que le degré de l’équation finale résultante d’un nombre 

quelconque 


queh 
coin 
tout I 
torsi 
àtÿ 
nuu 
la t 
tion 
gar 
niq 
éléi 
vue 
lui 

3 ui 

én 

de 

î 

thé 


éqt. 

pas. 

2 < 

içue 

tu à 

Sc 

r» . 

dont 

tt fa 
iairj 

'tt pr 

< Ci 
l ( 
ai 


’ 2 


* 
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quelconque d'équations complètes entre le même nombre d'in- 
connues , ne peut jamais excéder le produit des degrés de 
toutes ces équations , et qu'il est précisément égal à ce produit, 
lorsque les équations données sont les plus générales de leur 
degt-é. Ce théorème qui est la généralisation de celui que 
nous avons donné , ( page 320 ) a été démontré pour 
la première lois par Bezout , dans son livre de l’Elimina- 
tion ; il vient de Tètre d’une manière aussi briève qu’élé-* 
.qante par le citoyen Poisson , Elève de l’Ecole polytech- 
nique , qui a cet âge où les autres en sont encore aux 
éîémens , déjà riche de connoissances , de conceptions et de 
vues , s’occupe de recherches délicates, avec, un succès qui 
lui a valu l’estime des géomètres les plus distingués , et 

3 ui a fixé sur lui les regards de l’Institut : d’ailleurs cette 
émonslration trouvera sa place dans le n°. 11 du Journal 
de l’Ecole polytechnique. 

Nous terminerons donc par la démonstration des deux 
théorèmes. 

i". Trouver la somme des puissances m des racines d'une 
équation immédiatement en coejficiens de l'équation , et sans 
passer par les sommes des puissances iiiférieures. 

2°. Connaissant les sommes des puissances des racines d’une 
équation , exprimer- un coejjficient quelconque de V équation 
en sommes de ces puissances. 

Soit une équation d’un degré quelconque 
* m + J + B x m ~* + V~ o 

■ r * 

dont a, b t c, d, ete. sont les racines; on aura 
x m -\-Ax m ~ l ~\-Ba. n ~ % l[- ctc.= (.r — a) (x — b) (a: — c) (x — < 7 )etc. 


et faisant x = , puis multipliant par z m , on obtiendra 
la transformée 

i-f Az+Bz' -f. . -f zm=z(i—az)(i—bz) ( i—cx ) (1 —dz) ete- 
et prenant de part et d’autre les logarithmes hyperbolique». 
7 . ( 1 -f A z + B z x -f- C z 3 + ...) = 7 . ( 1 — a z) -f. 

7 . (1 — b z) -J- 7 . ( 1 — c z ) -j- 7 . (1 — d z) etc. 

Mais on a trouve ( page 400 ) 


7.(1 


Tome II. 


~ — etc. 
4 Fi 
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donc faisant b successivement =az,—bz,-=zcz,— etc. , on aura 
L(i+M-+Bc'+C3 î +etc...)=--(a -fA -\-c 4-tf 4 etc ) z 

_(a’4.Z-’+c’+rf*+etc) Ç 

— (a 3 -j-^ 5 4-c 3 H-^ 3 -Htc) ^ 

— (a + H-ô 4 4-c 4 +£/ 4 +e te) 


etc. 

posant donc 

l Ç l a 4 -f" c 4 ^ 4” etc. 

5, = a‘ 4 b* 4 c ’4 rf 4 4 etc. 

s t = a 3 -\-b 3 4c 3 4-^4 de. ' 

.? 4 =aM-£ 4 +c 4 -M 4 + etc. 
l’identité précédente devient 

l. (i4-^-4^ l 4-Cz 3 4-etc.) = - S t z — ^ — % z 3 — etc 

mais 

. /. (I + j ) = i: "T+ï"T^ Cta ' 

faisant donc dans ce développement 

x = J z + B z'+Cz* + etc. 
et ordonnant par rapport aux puissances de * , on parvient 
à cette identité. 





z* 4" etc. 


* / 

Et comparant les cocfficiens des mêmes puissances de , 
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S, — — A 

S.=-î B + \ A' 

S.) ^-\C->r\ 2 .AB—\A* 

S„ = — Îfl+Hî * C+B' ) — *3^*5 + J ^4 
.?,*= — * tf + i(a^.D+a£ C) — J (3^‘ C+3^ B* ) 

+ 4 4 ^-T^*. 

I/avantage de ces formules sur celles quenous avons données 
(page 3 i 5 } consiste en ce oue dans les expressions précédentes 
des sommes successives des puissances des racines , il n’entre 
que les coelficiens de l’équation , en sorte que pour calculer 
l’une de ces sommes , on n’a pas besoin d'évaluer celles 
qui précèdent. 

Nous passerons à la solution de la seconde question , et 
pour la résoudre, nous partirons de cette formule trouvée 
précédemment 

/. (1 +Az+ Bz'-\-Cz 3 -f etc.)=— ■S’,*— z* —h z T — s -z* -etc 


qui n’est autre chose que 

z 1 — ti z*-etc. 

/.(i +Az+Bz>+Cz 3 +etc.)=le 2 3 4 

en observant que le — 1 ; et passant des logarithmes aux 
nombres, il vient 

— S t z — é» 2*—^ z 3 — -Jt ' 4 -*eto 
i+Az+Bz 1 -\-Gz 3 -|-etc^=e » J 4 » 

Tout se réduit donc â développer le second membre suivant 
les puissances de z , au moyen de la formule 

^«i + S + S + ïâ + .éî + e*». 

donnée ( page 399 ) dans laquelle on fera 




a 


-3 £4 z * 


■ etc. 


et après avoir ordonné le résultat suivant les puissances 
de a, on trouvera 
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X-^-Az-^Bz^^Cz^-^-cXc.z^l — S x z — ^ ^ ÿ lz 3 * 4 -cic 


+ 


il i 


*s,s,\ 


s] 


d’oû on déduit 

A — — S. 


53 


R =z — f* 4. h. 

a 1 î.a 


etc. 


i.a l.a.â 
etc. 


TTaring a donné , pour la solution de ce problème, une 
fourni le qu’il compose par les combinaisons , et qui s'accorde 
avec les précédentes: elle se trouve dans ses Méditationes 
algt b raie œ , cap, I, probl. 111, corolle ainsi que dans sou 
premier ouvrage de 1762. 


fin des Notes et des Additions. 
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